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Résumé 

Ce travail est la partie géométrique de notre démonstration du lemme fondamental pondéré 
qui prolonge celle du lemme fondamental de Langlands-Shelstad due à Ngô Bao Châu. 

L'approche de Ngô repose sur l'étude de partie elliptique de la fibration de Hitchin. Cette 
fibration a pour espace total le champ des fibres de lîitchin et pour base l'espace affine des 
"polynômes caractéristiques" . Au-dessus de l'ouvert elliptique, elle est propre et le nombre de 
points de ses fibres sur un corps fini s'exprime en termes d'intégrales orbitales. 

Dans cet article, on étudie la fibration de ïîitchin au-dessus d'un ouvert plus gros que 
l'ouvert elliptique, le lieu "génériquement semi-simple régulier" . Les fibres ne sont en général 
ni de type fini ni même séparées. Par analogie avec les troncatures d'Arthur, nous introdui- 
sons le champ des fibrés de lîitchin Ç-stables. Nous montrons que celui-ci est un champ de 
Deligne-Mumford, lisse sur le corps de base et propre au-dessus de la base des polynômes 
caractéristiques. Nous exprimons le nombre de points d'une fibre ^-stable sur un corps fini en 
termes d'intégrales orbitales pondérées d'Arthur qui apparaissent dans la formule des traces 
d'Arthur-Selberg. 

Abstract 

This work is the géométrie part of our proof of the weighted fundamental lemma, which 
is an extension of Ngô Bao Châu's proof of the Langlands-Shelstad fundamental lemma. 

Ngô's approach is based on a study of the elliptic part of the lïichin fibration. The total 
space of this fibration is the algebraic stack of Hitchin bundles and its base space is the affine 
space of "characteristic polynomials" . Over the elliptic set, the lîitchin fibration is proper 
and the number of points of its fibers over a finite field can be expressed in terms of orbital 
intégrais. 

In this paper, we study the Hitchin fibration over an open set bigger than the elliptic set, 
namely the "generically regular semi-simple set" . The fibers are in gênerai neither of finite 
type nor separeted. By analogy with Arthur's truncation, we introduce the substack of 
stable Hitchin bundles. We show that it is a Deligne-Mumford stack, smooth over the base 
field and proper over the base space of "characteristic polynomials" . Moreover, the number of 
points of the Ç-stable fibers over a finite field can be expressed as a sum of weighted orbital 
intégrais, which appear in the Arthur- Selberg trace formula. 
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1 Introduction 

1.1. Ce travail est la partie géométrique de notre démonstration du lemme fondamental pondéré 
dont la stratégie suit celle élaborée par Ngô Bao Châu dans sa démonstration du le lemme fonda- 
mental de Langlands-Shelstad. 

Cette partie géométrique poursuit deux objectifs. D'une part, on tronque la fibration de Hitchin 
de sorte que les fibres de Hitchin tronquées soient propres. D'autre part, on exprime le nombre 
de points sur un corps fini d'une telle fibre en termes d'intégrales orbitales pondérées globales 
d'Arthur qui interviennent dans la formule des traces d'Arthur-Selberg ; plus exactement, il s'agit 
de variantes de ces intégrales pour les algèbres de Lie. 

Nos constructions s'appliquent à tout groupe algébrique semi-simple et nos résultats valent 
dans cette généralité. Cependant, pour les besoins de cette introduction, nous allons nous limiter 
au cas du groupe SL(n). 

1.2. Soit C une courbe projective, lisse, connexe, de genre g sur un corps algébriquement clos k, 
n un entier > et I? un diviseur effectif sur C de degré d > 2g. On suppose que la caractéristique 
de k est soit nulle soit > n. 

Un fibré de Hitchin pour le groupe SL(n) est un couple {£, 9) oii £ est fibré vectoriel de rang n 
sur C muni d'une trivialisation de son déterminant et 9 : £ ^ est un endomorphisme tordu 

de £ de trace nulle. 

Soit M le champ algébrique sur k des fibrés de Hitchin. La fibration de Hitchin est le morphisme 

/ ; M ^ A 

de base l'espace affine 

n 

A = 0iî"(C, Ocm). 

i=2 

qui envoie , 9) sur le polynôme caractéristique de 9 noté 

Pa{u) m" + a2u""2 + ■ • • + a„, 

avec a^ e iï°(C, Oc{iD)) pour 2 i n. 

Pour tout a = (02, . . . , a„) G A, on dispose de la courbe spectrale Ya d'équation 

Pa{u) = 

tracée sur la surface réglée "En = Y{Oci—D)). C'est une courbe projective qui n'est en générale 
ni lisse ni irréductible, ni même réduite. La projection canonique tTq : Yq — > C est un revêtement 
fini de degré n. 

Soit A™s l'ouvert où Ya est réduite, c'est-à-dire oii l'équation Pa{u) = n'a que des racines 
simples au point générique de C. La fibre en a S A''°s de la fibration de Hitchin peut s'interpréter 
comme le champ des Oy-^ -modules sans torsion J- qui sont de rang 1 en tout point générique de 
Ya et qui sont munis d'une trivialisation du déterminant de iTa^^J- (cf. [B]). L'ouvert A''''^ contient 
l'ouvert elliptique A°'' des a tels que Ya est irréductible et donc intègre. La fibre de Hitchin en 
tout point de l'ouvert elliptique est un champ de Deligne-Mumford propre. Par contre, la fibre de 
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Hitchin en un point a non elliptique de A''°s est un champ d'Artin qui n'est ni séparé ni de type 
fini. 

1.3. Dans ce travail nous tronquons les fibres de Hitchin non elliptiques par une notion conve- 
nable de stabilité. Notre construction dépend de données auxiliaires que nous allons maintenant 
introduire. 

Soit 00 un point fermé de C qui n'est pas dans le support de D. On se restreint à l'ouvert 
j^oo-rcg j^reg Pa{u) n'a que des racines simples au point oo. Cela n'est pas très restrictif 
puisque les ouverts A°°^"^^ recouvrent A"^^ quand le point oo varie. Soit 

A A''°s 



le revêtement fini étale galoisien de groupe de Galois le groupe symétrique 6„ qui consiste, pour 
chaque point a de A''''^^ à se donner un ordre total sur les racines de Pa{u) au point oo. Soit 

f:M^A 

la fibration déduite de la fibration de Hitchin par le changement de base ^ ^ A. Un point de 7W 
est donc un triplet {£,9,t) formé 

- d'un fibre de Hitchin {£, 0) ; 

- d'un point t — (ti, . . . ,t„) de fc" dont les coordonnées sont deux à deux distinctes et pour 
lequel la somme ii + • • • + in est nulle ; 

qui vérifient la condition suivante : le n-uplet (^i, . . . ,i„) est la collection ordonnée des valeurs 
propres de 9oo £ End(foo)- 

Soit ^ G K" tel que Çi + ■ • • + ^„ = 0. La fibre en oo d'un sous-fibré vectoriel J- àe £ qui est 
stable par 0, est une somme d'espaces propres pour ^oo c'est-à-dire on a 

.7^oo = 0Ker(0eo-tO 
iei 

pour un certain ensemble / C {1, . . . , n}. On pose alors 



Définition 1.1. — On dit que {£,9,tao) G M est ^-stable si pour tout sous-fibré vectoriel non 
nul T C £ stable par 6* on a 

rang(J^) 



Pour ^ = 0, on retrouve la notion usuelle de stabilité. Nous démontrons que la condition de 
Ç-stabilité est ouverte et définit donc un sous-champ ouvert de Ai. 

Théorème 1.2. — Supposons que ^ ^ pour tout I C {f , . . . , n} non vide. Alors le champ 

est un champ de D cligne- Mumford propre sur A qui est lisse sur k. 

Notre définition de ^-stabilité est réminiscente d'une définition de stabilité avec poids due à 
Esteves [TS] dans le cadre des jacobiennes compactifiées. Pour un groupe réductif quelconque, 
notre définition s'inspire des troncatures d'Arthur mais aussi du travail de Behrend (cf. [7j) sur la 
stabilité et la réduction canonique des schémas en groupes. Notre définition de stabilité est proche 
de celle des fibrés ordinaires ou de Hitchin avec structure parabolique étudiée dans [22] et [S]. 

Le théorème ci-dessus se démontre à l'aide de la méthode de Langton [22] , reprise par Nitsure 
[2S] dans le cadre des fibrés de Hitchin. En caractéristique nulle et pour un groupe général, on 
peut utiliser la méthode de Faltings (cf. [S]). Notre approche est en fait une adaptation d'un 
argument de nature adélique dû à Heinloth (cf. |21|'). qui a l'avantage de fonctionner encore en 
caractéristique non nulle. 
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1.4. Le corps de base k est désormais une clôture algébrique d'un corps fini ¥q. On suppose que 
toutes nos données sont définies sur Fg. Soit F le corps de fonctions de C, A son anneau des adèles 
et O le sous-anneau compact maximal de A. On a 

H°{C, Oc{iD)) = F n vj-'"0 

où est l'adèle correspondant à D. 

Soit (a, t) un point de A rationnel sur Fg. Soit Pi, . . . , Pg les facteurs irréductibles de Pa{u) vu 
comme un élément de F[u]. Ces facteurs s'écrivent au point oo 

P,(oo)(u)= 

ieij 

pour une unique partition {1, . . . ,n} = /i II • • • U J^. Soit (ei)i^i^„ la base canonique de fc" et, 
pour tout / C {1, . . . ,n}, Vj le sous-espace de fc" engendré par pour i e /. Soit M C SL(n) le 
stabilisateur des sous-espaces Vj. pour 1 < j ^ s. C'est un sous-groupe de Levi. Soit m et s[(n) 
les algèbres de Lie de M et SL(n). Soit X G tn(F) un élément semi-simple. On suppose que X 
est régulier au sens où son centralisateur Tx dans SL(n) est un tore maximal. Notons qu'on a 
Tx C M. Soit if une fonction localement constante à support compact sur s[(n, A). 
L'intégrale orbitale pondérée Jm{X, ip) est définie par la formule 

Jm{X,(p)= ip{g-^Xg)v m {g) -77 

JTx(A)\SL(n,A) Clî 

OÙ 

- dg est la mesure de Haar sur SL(n, A) qui donne le volume 1 au sous-groupe compact maximal 
SL(n, O) ; 

- dt est une mesure de Haar sur le tore Tx (A) ; 

- VMig) est la fonction poids d'Arthur définie en terme de volume qui est invariante à gauche 
par M (A). 

Le volume 

Yo\iTxiF)\TxiA)\dt) 

est fini, où Tx{A.y C Tx(A) est l'intersection des noyaux de tous les homomorphismes Tx(A) Z 
qui sont obtenus en composant un caractère _F-rationnel Tx Grm.F avec l'application degré 
A^ ^ Z. 

Théorème 1.3. — Supposons X^ig/^' ^ ^ pour tout I C {1, . . . , n} non vide. Alors le nombre 
de points rationnels sur Fg de la fibre en (a, t) de la fibration de Hitchin tronquée Ai^ A ne 
dépend pas de ^. A un coefficient près qui ne dépend que de la normalisation de la fonction poids 
d Arthur, il est égal à la somme suivante d'intégrales orbitales pondérées d Arthur 

J2 yol{Tx{F)\Tx{A)\dt)JM{X, 1d) 

X 

où lu est la fonction caractéristique de 'cu^^sl{n,0) et où la somme est prise sur les classes de 
M {F) -conjugaison des éléments X G tn(F) tels que le polynôme caractéristique de la restriction 
de X à Vi- est égal à Pj pour 1 ^ j ^ s. 

1.5. Décrivons rapidement l'organisation de cet article. Quelques rappels et notations sont donnés 
dans la section [21 La section [3] introduit la base A de notre fibration de Hitchin et donne les 
propriétés essentielles. On définit dans la section |4] le champ algébrique M des triplets de Hitchin 
et le morphisme de Hitchin / : Ai ~> A. On y explique également la notion de réduction à un sous- 
groupe parabolique d'un triplet de Hitchin et on en donne un critère d'existence et d'unicité. Dans 
la section [5l on associe à chaque triplet de Hitchin un convexe qui est construit à l'aide des degrés 
des réductions de ce triplet aux sous-groupes paraboliques semi-standard. A l'aide de ce convexe. 
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on définit dans la section[n]la ^-stabilité d'un triplet de Hitchin. On y énonce également le théorème 
principal de cet article qui généralise le théorème 11.21 ci-dessus (cf. théorème 16.9p . La section [7] 
fournit une description adélique des triplets de Hitchin. La section[S]est entièrement consacrée à la 
démonstration de la partie existence du critère valuatif de propreté pour le morphisme / restreint 
au champ des triplets de Hitchin ^-semi-stables. A la section |9l on démontre que la restriction du 
morphisme / au champ des triplets de Hitchin ^-stables est séparé. A la section I10| on prouve 
que le champ des triplets de Hitchin ^-stables, pour des ^ en "position générale" , est un champ de 
Deligne-Mumford. L'article s'achève à la section [TT] par le comptage des fibres de Hitchin ^-semi- 
stables en termes d'intégrales orbitales pondérées d'Arthur (cf. le théorème lll.ll qui généralise le 
théorème 11. 3p . 

1.6. Remerciements. — Une partie de cet article a été écrit lors d'un séjour du premier auteur 
nommé à VInstitute for Advanced Study de Princeton à l'automne 2008. Il souhaite remercier cet 
institut pour son hospitalité ainsi que la National Science Foundation pour le soutien (agreement 
No. DMS-0635607) qui a rendu ce séjour possible. 

2 Morphisme caractéristique 

2.1. Soit k une clôture algébrique d'un corps fini ¥q. Soit G un groupe algébrique réductif et 
connexe sur k et q son algèbre de Lie. De manière générale, si une lettre majuscule désigne un 
groupe, son algèbre de Lie est notée par la lettre gothique minuscule correspondante. Soit Int 
l'action de G sur lui-même par automorphisme intérieur et Ad la représentation adjointe. Soit T 
un sous-tore maximal de G et t son algèbre de Lie. Soit 

le groupe de Weyl de T dans G et 

l'ensemble des racines de T dans G. On note \X\ le cardinal d'un ensemble fini X . On suppose 
que l'ordre \W\ du groupe de Weyl est inversible dans k. 

2.2. Morphisme caractéristique. Soit /c[g] la fc-algèbre des fonctions régulières sur g. Le groupe 
G agit sur son algèbre de Lie par l'action adjointe et par dualité sur fc[g]. Soit k[^'-^ la sous-algèbre 
des fonctions G-invariantes et car le quotient catégorique de q par G 

car = Spec(/c[fl]'^). 

On a donc un morphisme canonique G-invariant 

(2.1) X : ^ car 

qu'on appelle morphisme caractéristique. 

Soit /c[t] la /c-algèbre des fonctions régulières sur t et k[{\^ la sous-algèbre des fonctions inva- 
riantes sous le groupe de Weyl W . Le morphisme de restriction fc[g] k[{\ induit un morphisme 

k[Qf ^ k[ir 

qui est en fait un isomorphisme d'après le théorème de Chevalley. Il s'ensuit que d'une part la 
restriction du morphisme x à t, encore notée Xi induit un isomorphisme 

t//M^ = Spec(/c[t]'^) - car 

et d'autre part il existe n éléments de fc[g]'~^ (avec n = rang(G)), homogènes et algébriquement 
indépendants, qui engendrent la /c-algèbre fc[0]'^ ([TD] §§5 et 6). Les degrés de ces éléments ne 
dépendent que du groupe G. En particulier, le schéma car est isomorphe à l'espace afHne standard 
de dimension n — rang(G). 



5 



2.3. Discriminant. Pour toute racine a € soit da e fc[t] sa dérivée. Le discriminant D'^ défini 
par 

appartient à fc[t]^. Soit cot^''^ l'ouvert régulier de cot c'est-à-dire l'ouvert où ne s'annule pas. 

2.4. Quelques propriétés du morphisme caractéristique. Par définition, un élément de g 
est régulier si son orbite sous G est de dimension maximale c'est-à-dire égale à la différence entre 
la dimension et le rang de G. Soit q^*^^ l'ouvert de q formé des éléments réguliers et 

Le morphisme 

X ■ t — > car 

est un revêtement fini et galoisien de groupe W . Il induit sur les ouverts réguliers un revêtement 
étale t^^e ^ cat^'^s. 

2.5. Section de Kostant. — Pour tout a e le sous-espace radiciel 

fla = e I G T A.d{t)X = a{t)X] 

est de dimension 1 sur k. 

Soit B un sous-groupe de Borel de G qui contient T et A c $ l'ensemble des racines simples 

do T dans B. Pour tout a G A, soit Xa un clément non nul de g^. Soit la coracinc de a. Soit 
X-a l'unique élément de Q-a tel que [Xa,X-a] est égale à la coracine vue comme élément de 
t. Soit 

et 

= {Fefl I [y,x+] = o}. 

D'après un théorème de Kostant, l'espace affine X_ H-flx+ est inclus dans l'ouvert régulier q^'^^ 
et le morphisme caractéristique X : — > car induit un isomorphisme 

X- + Qx+ car . 

Le morphisme inverse 

e : car ^ X_ -h Qx+ 

est noté simplement e ou plus précisément £(B,{Xa}ogA) ^''^^ veut rappeler la dépendance en 

l'épinglage {B,{Xa}a£A)- 

2.6. Sous-groupes paraboliques et sous-groupes de Levi. — Pour tous sous-groupes M et Q 
de G, on note T'^{M) l'ensemble des sous-groupes paraboliques P de G qui vérifient M C P C Q. 
Soit = !F'^{T) l'ensemble des sous-groupes paraboliques semi-standard de G (au sens oii ils 
contiennent T). 

On appelle sous-groupe de Lévi de G un facteur de Levi d'un sous-groupe parabolique de G. 
Soit C = L^{T) l'ensemble des sous-groupes de Levi semi-standard de G (au sens oii ils contiennent 
T). 

Pour tout P € T, soit Np le radical unipotent de P et Mp e C l'unique sous-groupe de Levi de 
P qui contient T. Pour tout sous-groupe de Lévi M £ C, soit V{M), resp. L{M) le sous-ensemble 
des P £ tels que Mp = M, resp. des L G £ tels que M c L. 

2.7. Soit M G £. Les notations des paragraphes précédents affublées d'un indice ou d'un exposant 
M valent pour le groupe réductif M. On prendra garde à ne pas confondre les ouverts car^"^**^ et 
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cax^''^^^ de cotM : le premier est le lieu où D'~^ ne s'annule pas alors que le second est défini par 
^ 0. Comme ce dernier ouvert n'intervient pas dans la suite, on pose 

„._reg ^„_G- reg 

De même, on distinguera les ouverts G-régulier m^"''*^^ et M-régulier m^"''''^ de m. On ne 
s'intéressera qu'au premier. Aussi on pose 

^reg ^^G-reg 

Soit P e ^ un sous-groupe parabolique semi-standard et M = Mp. Soit k[p] l'algèbre des 
fonctions régulières sur p et k[p]^ la sous-algèbre des fonctions P-invariantes. Soit le fc-schéma 
affine catp = Spec(A:[p]-^) et 

(2.2) xp ■■ P^cotp 

le morphisme P-invariant donné par l'inclusion k[p]^ C k[p]. 

Lemme 2.1. Le morphisme de restriction k[p] k[m] induit un isomorphisme d'algèbre 

k[p\^ ~ A:[m]^ et un isomorphisme de schém,a catp ~ catM- 

Démonstration. — Soit N = Np et m' G m l'ouvert formé des éléments semi-simples G-réguliers. 
L'ouvert m' ® n de p est la réunion des conjugués de m' sous N. Il s'ensuit que le morphisme 
k[p\^ k\m\'^ est injectif. Il possède une section donnée par (j) G A;[m]-'^ i— »• op g k[p]^ où p est 
la projection m © n — > m. □ 



3 Schémas caractéristiques 

3.1. Conventions. — Soit S un fc-schéma. Pour tout fc-schéma U, soit 

Us = UxkS 

le produit fibre de J7 et S* au-dessus de k. Pour tous /s-schcmas ?7 et y et tout /c- morphisme 
(j) : U ^ V, soit (ps ■ Us Vs le S-morphisme obtenu par changement de base. Lorsque 
S = Spcc(/'ir) est le spectre d'un corps K extension de k, on note simplement Uk le iîT-schéma et 
(j)K le iiT-morphisme correspondant. Si s € S, on note k{s) le corps local en s et on pose Ug = U^^s) 
etc. 

Soit S un /c-schéma et H un schéma en groupes sur k. Pour tout iî-torseur S au-dessus de S 
et tout S'-schcma U muni d'une action à gauche de H , le groupe H agit à droite sur le produit 
fibre £ XsU par (e, u).h — [eh, h^^u) pour tous h G H et (e, m) & £ XsU. Soit £ Xg U le produit 
contracté par H c'est-à-dire le quotient du produit £ XsU par H. Lorsque S = Spec(fc), on omet 
l'indice S. 

3.2. Soit C une courbe projective, lisse et connexe sur k de genre g. Soit D un diviseur effectif de 
degré > 2^ et oo un point de C{k) qui ne rencontre pas le support de D. Soit £d "le" Gm./c-torseur 
sur C associé à D. 

3.3. Les fibrés et catM,D- — Pour tout fc-schéma V muni d'une action de Gm,/s) soit 

Vd = Cd x^-" V 

le produit contracté. Si V est un fc-espace vectoriel et si l'action de Gm,k est linéaire, Vn est un 
fibré vectoriel sur C. 

Soit M G C L'action par homothctic du groupe multiplicatif Gm,k sur t induit une action de 
'G'm,k sur catM pour laquelle le morphisme caractéristique xm est Gm.fc-équi variant. En outre, les 
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actions respectives de Gm.k sur t et carj\f respectent les ouverts t™^ et car™/. Par la construction 
précédente, on obtient un fibré vectoriel to et un fibré cavM.D ainsi que des ouverts 

et 

On obtient également un morphisme, par abus encore noté xmj 

Xm ■ te carjv/,D 

qui est un revêtement fini, galoisien de groupe W^^ et étale au-dessus de l'ouvert car^^. 
Lorsqu'on prend M = G, on omet l'indice M dans les notations. 

3.4. Schéma caractéristique Am- — Soit M G C Soit .A^/'°^ le fc-schéma tel que pour tout 
A:-schéma S, l'ensemble Af,j'^^^{S) des S'-points est l'ensemble des couples 

(a,t) 

formés d'une section a du fibré cavM,D,s au-dessus de Cg et d'un point t G t^~'°^(S') qui vérifient 

a(oos) = XM{t). 

Dans la suite, on appelle ^^^"^ le schéma caractéristique de M. 

Remarque. — L'exposant G-reg rappelle que le point t G t^~™®(S') est G-régulier au sens où il 
appartient à g^°^(S). Dans la suite, on omet cet exposant et on pose, abusivement. 

Lorsque AI ~ G, on omet l'indice M et on pose 

A = Ag 

Proposition 3.1. — Le schéma Am est lisse et irréductible de dimension 

dim(^M) = deg(I?)(|$*^|/2 + rang(M)) + rang(Af)(l - g). 



Démonstration. — Le morphisme d'oubli de la donnée t fait de Am un revêtement fini, étale et 
galoisien de groupe de Galois W^^ au-dessus du schéma des sections globales de corM,D qui sont 
G-régulières au point 00. Mais ce dernier schéma est un ouvert du schéma des sections globales 
de carM,_D, cfui est non-canoniquement isomorphe à un espace vectoriel dont on voit qu'il est de 
la dimension annoncée par la formule de Riemann-Roch (dès que deg(_D) > 2g — 2, cf. |24] lemme 
4.4.1). 

Le morphisme d'oubli de la donnée a est un morphisme surjectif et ouvert de Am sur f'^s (j^g 
que deg(I?) > 2g — 1 (cf. [24] preuve du lemme 5.5.2). Ses fibres sont isomorphes à des espaces 
affines. Il s'ensuit que Am est irréductible. □ 

3.5. Morphismes entre schémas caractéristiques. — Soit M C L deux sous-groupes de 
Levi semi-standard. Soit 

Xl ■ carA/ cavL 

le morphisme défini par l'inclusion fc[t]^ C A:[t]'^ . C'est un morphisme fini qui est étale au- 
dessus de car^^. Comme ce morphisme est Gm.fe-équivariant, il induit un morphisme fini, étale 
au-dessus de car'^^ 

Xl,d ■ carM.D cavL,D 
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Par abus de notations, on note encore Xl niorphisme 

qui, pour tout /c-schéma affine S, associe à {a,t) e Am{S) le couple (Xl^d ('^) ' ^) ^ ■^l- 
Proposition 3.2. — Le morphisme 

Xl ■■ Am Al 

est une immersion fermée. 

On reporte au ^5.7\ la preuve de cette proposition. 
3.6. Caractéristiques elliptiques. — Soit M e C{T). On pose 

AM,e\\ — Am — [J Al- 

LeC,LÇM 

On l'appelle le schéma caractéristique elliptique de M . 

Proposition 3.3. — Le schéma .4jv/,cii esi un sous-schéma ouvert non vide de Am et un sous- 
schéma localement fermé de A. Son adhérence dans A est le sous-schéma fermé Am ■ 

Démonstration. — Tout d'abord, .4m, cU est non vide pour des raisons de dimension (cf. la 
formule de dimension de la proposition [STT]) . Le reste de la première assertion résulte de la propo- 
sition [3l2l La seconde assertion résulte de l'irréductibilité de Am (cf. proposition 13. □ 



Proposition 3.4. — Le schéma A est la réunion disjointe des sous-schémas localement fermés 
Am.ç^w pour M e C{T) 

A— [J .4m, ou- 

MeC(T) 

La démonstration de cette proposition est reportée au i^B.lOI 

3.7. Preuve de la proposition 13.21 — C'est une variante des preuves du lemme 7.3 de [5S] 
et de la proposition 6.3.5 de [24]. Pour la commodité du lecteur, on rappelle ici les principaux 
arguments fondés en partie sur le lemme suivant (cf. lemme 7.3 de [25j). 

Lemme 3.5. — Soit S un k-schéma normal et intègre et U C S un sous-schéma ouvert non vide. 
Soit V' et V deux S-schémas. Pour tout diagramme commutatif 

TT 



où i est l'inclusion canonique, h' et h sont des sections et tt est un S -morphisme fini, la section 
h' se prolonge d'une manière unique en une section S —> V' qui relève h. 

Montrons tout d'abord que le morphisme Xl! radiciel. Il s'agit de voir que, pour tout corps 
K extension de k, le morphisme Xi! induit une injection sur les ensembles correspondants de 
if-points. Pour i = 1,2 soit {ai,ti) £ AMiK) deux éléments qui ont même image (a,t) dans Al. 
On a donc t = ti = t2 et un diagramme commutatif 

ai 

^^^M.D.K . 
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Rappelons que le morphisme Xl^d D'après le lemme 15751 ci-dessus pour que ai — a2 

il sufRt que ai et 02 coïncident sur un ouvert de Ck- Or ai et a2 prennent la même valeur au 
point ook à savoir XM{t)- Comme t est G-régulier et que le morphisme Xl étale au-dessus de 
car^'^ if' sections ai et a2 coïncident sur le spectre du complété de l'anneau local de Ck au 
point 00 K donc elles coïncident sur un ouvert de C'k- 

Montrons ensuite que le morphisme Xl'd '^^^ propre. Pour cela, on applique le critère valuatif 
de propreté. Soit A un anneau de valuation discrète de corps des fractions K- Soit S = Spec(j4). 
Soit {aM,tM) e Aa[{K) et (a,t) G Al{S) tel que Xi! {{O'M ,tM)) = {a,t). On a donc tu — t- 
D'après le lemme [ÏÏ3] ci-dessus, le morphisme ai se prolonge de manière unique en un morphisme 
de Cs dans carjv/.D qui s'inscrit (en pointillés) dans le diagramme commutatif suivant : 

Ck — ^ ca'^j\/,n,s . 

M 

Xl 

Cs ^ cavL,D,s 

Une fois le prolongement de ai acquis, il reste à vérifier que aïooos = Xl{^)- Cette égalité résulte 
de la propreté du morphisme x^ puisque les deux sections ai o 00s et Xifoi^) s'inscrivent (en 
pointillés) dans le diagramme commutatif suivant : 

Spec(if ) >■ carM,D,s . 

Xl 

V y 

' aoooc 

S ^ <:avL,D,s 

Montrons ensuite que le morphisme Xi!d ramifié. Puisque Am et Al sont lisses, il 

revient au même de montrer que le morphisme tangent est injectif. Il s'agit donc de montrer que 
xf^^ induit une application injective ^A/(fc[£]) — > ^L(fc[£]) (oit e est une indéterminée de carré 
£^ — 0). Soit donc (ai,t) et {a2,t) deux éléments de AM{k[e]) qui ont même image (a,t) dans 
^i(fc[e]). Dans la suite, on note par un indice e le changement de base de fc à k[e]. Soit oq la section 
de caXL,D défini par restriction de a à C et [/ C C l'ouvert défini comme l'image inverse par oq 
du lieu régulier c^^. Notons que 00 € U . La, section a induit alors un morphisme [4 — > ^. Or 
le morphisme Xif^ étale donc non ramifié au-dessus de c^'^j^ ^. Il s'ensuit que les sections ai et 
02 coïncident sur Ue donc sur Ce par platitude de k[e] sur k. 

En conclusion, le morphisme Xi!d radiciel, propre et non ramifié est une immersion 

fermée. 

3.8. Dans ce paragraphe et le suivant, on rassemble quelques résultats utiles pour la suite et pour 
la preuve de la proposition 13.41 

Lemme 3.6. — Soit P un sous-groupe parabolique ou un sous-groupe de Levi de G. Soit F une 
extension de k et Fg une clôture séparable de F. Pour tous X etY dans p{Fs) et tout a £ corp^(fs) 
tels que 

XP{X) = xp{Y) = a 

il existe p G P{Fs) tel que X = Ad{p)Y . 

Si, on suppose, de plus, que F est une extension de degré de transcendance 1 sur un corps 
algébriquement clos et que les éléments X etY appartiennent à p{F), alors on peut même prendre 
p e F(F). 

Démonstration. — Le Fs-schéma défini par 

{peP \ Ad{p)X ^ Y} 

n'est pas vide puisqu'il possède des points sur une clôture algébrique de F. C'est clairement un 
torseur sous le centralisateur Tx de X dans G Xk Fg. Or X est semi-simple et régulier donc ce 
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dernier est un tore sur F^. On en déduit que le schéma ci-dessus est lisse sur F^. Il possède donc 
des points dans Fs- 

Supposons de plus que XetY appartiennent à p{F). Soit p e PiF) tel que X — Ad{p)Y. Alors 
pour tout r £ Gal{Fs/F), l'élément pt{p)~-^ appartient à Tx{Fs). On obtient ainsi un 1-cocycle 
de G&\{FslF) dans Tx- Si le groupe de cohomologie H^{Fs/F,Tx) est trivial, on peut supposer 
qu'on a p G P{F), quitte à modifier p par un élément de Tx(i^s). Comme Tx est connexe, dès 
que F est de dimension ^ 1, on sait que le groupe H^{Fs/F,Tx) est trivial (cf. [27 chap. III §2 
théorème 1' et les remarques qui suivent). Cela permet de conclure puisqu'une extension de degré 
de transcendance 1 sur un corps algébriquement clos est de dimension ^ 1. 

□ 

On utilisera la définition suivante d'un élément elliptique. 

Définition 3.7. — Soit F une extension de A: et X e un élément G-régulier et semi- 

simple. Soit Tx son centralisateur dans Gp (c'est un sous--F-tore maximal de Gp) et Ax C Tx 
le sous-F-tore déployé maximal de Tx- On dit que X est un élément elliptique de q(F) si l'on a 
l'égalité 

Ax = Ag 

oii Ag est la composante neutre du centre de Gp- 

3.9. Soit K une extension de k. Soit F le corps des fonctions de la courbe Ck sur K. Soit Ooo le 
complété de l'anneau local de Ck en ook et F^c le corps des fractions de Ooc- Avec ces notations, 
on peut énoncer la proposition suivante. 

Proposition 3.8. — Pour tout (a,t) G Ag{K), soit ta G t'°^(Ooo) l'unique relèvement de t tel 
que la restriction de a à Spec(Ooo) soit égale à xi^a)- Soit a,, G cav^^^{F) la restriction de a au 
point générique de Ck- 

Pour tout M G C{T) et (a,t) G AGiK), les deux assertions suivantes sont équivalentes : 

1- (a,t)£x^éi^M{K)); 

2- il existe X un élément semi-simple G-régulier de vn.{F) et m £ AI (Foc) tels que 

(a) Xg{X) = a,, ; 

(b) Adim)X = ta- 

Démonstration. — Soit (a,t) G Ag{K)- Un point ta avec les propriétés ci-dessus existe et est 
unique puisque x est étale au-dessus de cat''°8. 

Prouvons que la première assertion implique la seconde. On suppose donc qu'on a (a, t) G 
Xg {■^m{K)), c'est-à-dire qu'il existe {aM,t) G Am{K) tel que 



(3.1) 
et 

(3.2) 



Xg (o-m) = a 



aj\/(ooA') = XAiit)- 



Soit a^o et oa/.oo les restrictions de a et om à Spec(Ooo)- Les morphismes donnés par ajvf,oo et 
XM{ta) coïncident en fibre spéciale par (j3.2p et s'inscrivent tous deux dans le diagramme commu- 
tatif 



Spec(Ooo) 



XM(ta) 



car 




car 



reg 
M 

v" 
Xg 

rog 
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Comme Xg étale au-dessus de car''°s, on a 

aM,oo = XM{ta)- 

Soit «M, 77 G cor"/ (F) la restriction de «m au point générique. Il existe X G m{F) tel que 
(3.3) XmIX) = aM^r, 



(pour le voir, on peut utiliser une section de Kostant relative à M). Comme aM,ri est G-régulier, 

rcg 
M 



X est nécessairement semi-simple et G-régulier. On a donc l'égalité suivante dans car^°/(Foo) 



XM{ta) = Xm{X). 

D'après le lemme [ÏÏ751 il existe L une extension galoisienne finie de F^o et m G M{L) tel que 

Aà{m)X = ta. 

On déduit de cette dernière égalité que pour tout a G Gal(L/i^oo), l'élément ma{m)~^ normalise 
ta : il appartient donc à T(L). On obtient ainsi une 1-cochaîne du groupe de Galois Gal(L/i^oo) à 
valeurs dans T{L) qui est un cobord puisque, T étant un tore déployé, le groupe H^{L / Foo,T{L)) 
est trivial. Il existe donc x £ T{L) tel que ma{m)^^ = x(j{x)^^ pour tout a E Gal(L/Foo). 
Quitte à remplacer m par x~^m, on peut supposer que m G M{Foo)- D'où la condition 2. (b). La 
condition 2. (a) résulte de p.ip et (|3.3|) . 



Prouvons l'implication réciproque. On suppose donc qu'il existe X G nx(i^) semi-simple G- 
régulier et m G M(Foo) qui vérifient les assertions 2. (a) et 2.(b). Soit 

(3.4) aM.^^XM{X)ec\J{F). 
Ce i^-point s'inscrit dans le diagramme commutatif 

Spec(F) 5- caxM,D . 

Xg.d 

Ck ^ carc^D 

La propreté du morphisme Xg implique que cm, 77 se prolonge en un morphisme 

qui relève a. On a l'égalité suivante dans c^f{K) 

(3.5) Xhiit) = a'M{'X)K) 

En effet, vu (|3.4p . la restriction de ca/ à Spec(Foo) est égale à xm{X) donc égale à XM{ta) par 
2.(b). Il s'ensuit que la restriction de gm à Spec(Ooo) est aussi égale à XM{ta)- L'égalité (|3.5p en 
résulte par évaluation au point oo^- 

Le couple {aM,t) définit donc un élément de AAiiK). Par construction de um, on a 

XciaM^t) = {a,t) 

d'oii l'assertion 1. □ 



Corollaire 3.9. — Avec les notations de la proposition \3.8[ les deux assertions suivantes sont 
équivalentes : 

1. ia,t)exGi^MMK)); 

2. il existe X un élément semi-simple, G-régulier et elliptique de m{F) et m G AI{Faa) tels que 
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(a) Xg{X) = a,^; 

(b) Ad{m)X = ta. 



Démonstration. — Soit {a,t) G Ag{K). 

Prouvons que la première assertion implique la seconde. On suppose donc (a, t) G Xg {■^M,eii{K)). 
D'après la proposition [3111 il existe X un élément semi-simple G-régulier de m(F) et m S M{Foo) 
qui vérifient les assertions 2. (a) et 2.(b) de la prot)Osition l3.8l On va montrer que X est nécessairement 
elliptique dans rn{F). Pour cela on raisonne par contradiction. Soit Ax le sous-F-tore déployé 
maximal de Tx le centralisateur de X dans Gp- Quitte à conjuguer X par un élément de M{F) 
et translater m par ce même élément, on peut et on va supposer que Ax est inclus dans le tore 
"standard" Tp. Il existe alors L G C'^{T) tel que le centralisateur de Ax dans Gp soit Lp. Notons 
qu'on a, L Ç M et cette inclusion est stricte puisque X n'est pas elliptique dans M. Mais l'assertion 
2.(b) de la proposition 13.81 implique 

mTx F m^^ — Tp . 

Or les tores Tx.p^ et Tp^ sont deux sous-i^oo-tores maximaux et Fœ-déployés de Lp^. Ils sont 
donc conjugués par un élément de L{Foo). On a donc 

meNormM(i.^)(r)L(Foo). 

Comme T est un fc-tore déployé, on a NormM(_F^) (r) = NormM(fe) (r)T(Foo). Il existe donc 
w e Norm7i,/(j,) (T) et l G L{F^) tels que 

m — wl. 

Soit Li — wLw~^, Il = wlw~^ et Xi = Ad{'w)X. Par construction, Li G /^(T) est un sous-groupe 
de Levi propre de M ; en outre, h G Lx{Fao) et Xi G W{F) vérifient les relations xg{^i) — o.,^ et 
Ad(Zi)Xi = ta- Il résulte alors de la proposition 13.81 qu'on a {a,t) G X(ji^LiiK)). Cela contredit 
l'assertion 1 et montre que X est elliptique dans tn(F). 

Montrons que l'assertion 2 implique la 1. Soit X un élément semi-simple, G-régulier et elliptique 
de m(F) et m G M(Foo) qui satisfont 2. (a) et 2.(b). D'après la proposition 13. 8| on a (a,t) G 
Xg{^m{K)). Soit L G C{T) un sous-groupe de Levi semi-standard inclus dans M tel que (a,t) G 
Xq{Al.c\i{K)). On vient de voir qu'il existe alors Y un élément semi-simple, G-régulier et elliptique 
de 1{F) et l G L(i^oo) tels que xg(X) = et Ad{l)Y ^ ta- D'après le lemmeISJl il existe g G G{Fs) 
un point de G dans une clôture séparable Fg de F tel que Ad(g)X = Y. Le centralisateur de 
Y dans Gf est un sous-F-tore maximal. Pour tout a G Gal(F;/F), on a donc cr{g)g^^ G 
et l'automorphisme intérieur hit^g) de Gi?^ induit un F-isomorphisme de Tx sur Ty et donc 
un F-isomorphisme entre les sous-tores F-déployés maximaux Ax et Ay- Or ces derniers ne 
sont autres que les centres connexes Am,p et A^^p des sous-groupes de Levi Mp et Lp. On a 
donc dim(AAf) = dim(yli). Comme on aussi Am C A^, il vient Am — Al et L ^ M. Donc 
{a,t) G Xg i-^M.cwiK)), ce qu'il fallait démontrer. □ 

3.10. Preuve de la proposition 13.41 — Seul le fait que la réunion soit disjointe n'est pas 
évident. On reprend les notations du §3.91 Soit {a,t) G Ag{K) et Mi et M2 deux sous-groupes de 
Levi dans C{T) tels que a appartiennent à l'intersection des images de .4mi,o1i(^) et AM^,e\\{K). 
D'après le corollaire 13. 9[ pour i = 1, 2, il existe Xi G mi(F) un élément elliptique et G-régulier et 
rrii G Mi{Foo) tels que Ad(mi)Xi = ta et xaiXi) = a,,. D'après le lemme [3^ l'égalité xg{Xi) = 
Xg{X2) entraîne l'existence d'un point g G G{Fs) à valeurs dans une clôture séparable F^ de F 
tel que Ad(.g)A"i = X2. En raisonnant comme dans la preuve du corollaire 13.91 on voit qu'on a 

gAKhg"^ = Am2- 

Mais g conjugue Xi et X2 donc m2gm^^ centralise ta qui est G-régulier. On a donc m2gm^^ G 
r(Fs (^p Foo) puis Ami — Am2 et Mi — M2 ce qu'il fallait voir. 
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4 La fibration de Hitchin 



On poursuit avec les notations des sections précédentes. 

4.1. Notations. — On complète les notations des WS.1\ à [ÏÏ751 Soit S un fc-schéma et £ un 
_ff-torseur sur S. Soit 

AutG(£:) x^^^"'G 

le schéma en groupes sur S des automorphismes G-équivariants de S. 

Soit V un fc-espace vectoriel de dimension finie. Pour toute représentation algébrique linéaire 

p : G^GL{V), 

soit 

p{£) ^ G x"^'" V 

le fibré vectoriel sur S que l'on obtient en poussant p par la représentation p. 

Lorsque £ est un G-torseur sur Cs — G Xk S (où G est la courbe du §3.2|) on pose 

Pd{£)=£ x'^'^^Vd.s 

où Vd,s — Vd Xk s est le fibré vectoriel sur Cs déduit du fibré vectoriel Vd sur G (cf.i i3.3p par 
changement de base. 

4.2. Trivialisation générique des G-torseurs. — Soit K un extension de fc et f un G-torseur 
sur Gk- Dans la suite, on fera appel plusieurs fois au lemme suivant. 

Lemme 4.1. — // existe K' une extension finie de K telle que le G-torseur £ Xc^ Gk' soit trivial 
au point générique de Gk' ■ 

Démonstration. — Clairement, il suffit de prouver le lemme lorsque K est algébriquement clos. 
Dans ce cas, F le corps des fonctions de Gk: est de dimension ^ 1. Soit Fg une clôture séparable 
de F . Le torseur £, qui est lisse sur Gk, admet des sections au-dessus de Fs. Comme G est connexe 
et que F est de dimension ^ 1, on sait que l'ensemble H^{Fs/F,G) est réduit à la classe triviale 
(cf. [57] chap. III §2 théorème 1' et les remarques qui suivent). □ 

4.3. Réductions des torseurs à un sous-groupe. — On reprend les notations du paragraphe 
précédent. Soit P un sous-groupe algébrique de G. Une réduction du G-torseur £ sur 5 à P est la 
donnée d'un P-torseur £p sur S et d'un isomorphisme du G-torseur 

£p x^G, 

où G est muni de l'action de P par translation à gauche, sur £. Le morphisme P-équivariant 
évident £p ^ £p x^ G ~ £ donne, par passage au quotient par P, une section 

crp : S^£/P. 

Réciproquement, £ est un P-torseur au-dessus de £/P qui, lorsqu'on le tire en arrière par une 
section de £/P, donne une réduction de f à P. De cette manière, on obtient une bijection naturelle 
entre les sections de £/P et les classes d'isomorphisme de réductions de £ k P. 

4.4. Morphisme caractéristique. — Rappelons qu'on a fixé en ti3.2l une courbe G sur k et un 
point oo G G{k). Soit S un fc-schéma et G s et 005 les objets obtenus par changement de base. 
Soit £ un G-torseur sur G5. La construction du paragraphe 14. Il donne un fibré vectoriel KdD{£) 
sur G s ■ Le morphisme caractéristique défini en §2.21 (12. ip 

X ■ ^ car 

est G-invariant et Gm^fc-équivariant. Il induit donc un morphisme par abus encore noté x 

X : Md{£) <^axD,s 
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et donc un morphisme toujours noté de la même façon 

X : H"{Cs,AdD{£)) ^ H"{Cs,catD.s)- 

Le schéma en groupes A\ita{£) agit sur le fibré Adu{£) par l'action adjointe. Pour toute section 
e e H"{Cs,AdD{£)), soit 

AntG{£,9) 

le sous-schéma en groupes de AntG{£) qui centralise 9. 

4.5. Le champ algébrique de Hitchin. — Introduisons la définition suivante. 

Définition 4.2. — Le champ de Hitchin Aie est le fc-champ algébrique dont la catégorie fibre en 
un fc-schéma 5' est le groupoïde dont les objets sont les triplets {£, 9, t) qui vérifient les conditions 
suivantes : 

1. f est un G-torseur sur C Xk S ; 

2. 9 est une section du fibré vectoriel AdD{£) ; 

3. t appartient à t'^"''°s(5') et satisfait 

X{9){oos) = x{t) 

et l'ensemble des morphismes d'un objet {£,9,t) sur un autre {£',9',t') est 

- vide si t ^t' ; 

— l'ensemble des isomorphismes G-équivariants de £ sur £' tels que l'isomorphisme induit de 
AdDi£) sur AdDi£') envoie 9 sur 9'. 

Remarque. — Ce n'est pas la définition usuelle du champ de Hitchin qui ne considère que des 
couples {£,9). Ici la donnée supplémentaire d'un élément t qui est G-régulier force la section 9 à 
être semi-simple régulière en oos et donc à l'être aussi génériquement. Le morphisme d'oubli de 
t fait de notre champ de Hitchin un revêtement étale et galoisien de groupe W d'un ouvert du 
champ de Hitchin usuel. 

4.6. La fibration de Hitchin. — Il s'agit là du morphisme 

/g : Mg Ag 

défini pour tout fc-schéma S et tout triplet m = {£, 9, t) dans M{S) par 

f{m)^{xi9).t). 

Dans la suite, on omet le plus souvent l'indice G et on note le morphisme ci-dessus ainsi 

f : A4^A. 

4.7. Soit K une extension de fc et P G un sous-groupe parabolique semi-standard. Soit £ un 
P-torseur sur Ck- Soit Ad l'action adjointe de P sur son algèbre de Lie p. La construction du 
paragraphe 14.11 appliquée au groupe P fournit un fibré vectoriel AdD(f) sur Ck- Le morphisme 
caractéristique défini en H2.6\ (|2.2|) 

Xp ■■ p ^ caxp 

est P-invariant et G„i_fc-équivariant. Il induit donc des morphismes par abus encore notés xp 

XP : AdD{£) catp^D,s 

et 

XP : H"iCs,AdD{£)) ^ H"iCs,cavp,D,s)- 

4.8. Réduction à un sous-groupe paraboUque. — Soit S un fc-schéma affine et m = {£, 9, t) G 

A4{S). Introduisons la définition suivante. 

Définition 4.3. — On appelle réduction de m à P tout triplet mp — {£p,9p,tp) formé de 
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- une réduction £p de £ h P autrement dit un P-torseur £p sur Cx^-S muni d'un isomorphisme 



(4.1) 



une section 9p de AdD{£p) sur C S ; 
un point tp G t'^"™s(5) qui vérifie 



Xp{Op){oos) = Xp{tp) 



qui vérifie les deux conditions suivantes : 
1. r isomorphisme, qui se déduit de (|4.ip . 



AdDi£p xPG)^AdDi£) 



composé avec le morphisme 



AdD{£p)^£p x^ 



P,Ad 



e^AdDi£p xf G) 



envoie la section 9p sur ; 
2. les points tp et t sont égaux. 

Dans la suite, on dit que deux réduction {£p, ôp,t) et {£'p, 9'p, t) de m sont isomorphes s'il existe 
un isomorphisme de P-torseurs de £p sur £'p tel que l'isomorphisme qui s'en déduit AdD{£p) ^ 
Ado{£'p) envoie sur 6' . 

4.9. Existence de réductions sur un ouvert. — Soit S un fc-schéma test et (£, 0, t) e M{S). 
Soit M e £ et {ai\i,t) e -AmI^) tels que 



Soit U l'ouvert de Cs, image réciproque par qm de l'ouvert car^^. Soit X une section de m x ^ [/ tel 
que XAiiX) coïncide avec um sur l'ouvert U. L'existence d'une section de Kostant assure qu'une 
telle section existe. Notons que X est partout semi-simple G-régulier. Soit Tx le sous-schéma en 
tores de Mjj centralisateur de X dans Gjj . Introduisons alors £' le U -schéma défini ainsi : pour U- 
schéma $7, l'ensemble des sections de £' au-dessus de Çî est l'ensemble des sections de £ au-dessus 
de il telles que l'isomorphisme Adp)((Çf2) ^ 9 Xk ^ qui s'en déduit envoie O^i sur Xq. Comme 
localement pour la topologie étale les sous-schémas en tores de G Xf^U sont conjugués au tore 
constant T XkU et qu'on a l'égahté 



sur U, on voit que £' possède des sections localement pour la topologie étale. Il est clair alors que 
£' est un Tx-torseur sur U qui devient, une fois poussé par le morphisme Tx Gjj, isomorphe 
k £u- En particulier, pour tout sous-groupe parabolique P G !F{M) soit £p le P-torseur sur U 
qu'on déduit de £' en poussant par le morphisme Tx —>■ Pu- On vérifie alors que {£p^9u,tij) est 
une réduction à P (en un sens évident) du triplet déduit de (£, 9, t) par changement de base à U. 

4.10. Voici le principal résultat sur l'existence et l'unicité de réductions à un sous-groupe para- 
bolique d'un triplet de Hitchin sur le spectre d'un corps K extension de k. 

Proposition 4.4. — Soit m G A4{K) et M G C tel que f{m) G Xg i-^M.ciiiK)) (cf. proposition 
\3.4^ . Soit P G J-. On a l'alternative suivante : 

- soit P ne contient pas M : il n'y a alors aucune réduction de m à P ; 

- soit P contient M .• dans ce cas, il existe une et une seule réduction de m à P (à isomor- 
phisme près). 



f{m)=XG{{aM.t)). 



Xg{ô)^XgM^Xg{X) 
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Démonstration. — Soit P E T. Montrons que la condition M C P est nécessaire à l'exis- 
tence d'une réduction à P. Soit mp = (£p,9p,t) une réduction de m à P. Le couple (xp(^p)iO 
définit un élément de Amp{K) dont l'image dans Ag{K) est égale à f{m). L'hypothèse /(m) G 
Xg i-^M.cwiK)) et la proposition 13.41 impliquent qu'on a A/ C AIp d'oii AI C P. 

On suppose désormais M C P. Montrons tout d'abord l'existence d'une réduction à P. La 
construction du paragraphe ij4.9l fournit une réduction de m à P mais seulement sur un ouvert U 
de Ck- Il s'agit alors de voir que cette réduction se prolonge autrement dit que le torseur P-torseur 
fp se prolonge à Ck- Par la bijection décrite au ij4.31 il revient au même de montrer que la section 
U ^ £/P déduite de £p se prolonge à tout Ck- Or une telle section se prolonge par propreté du 
quotient £/P sur C d'où l'existence. 

Montrons enfin l'miicité d'une réduction de m à P. Soit mp = {£p,9p,t) m'p = {£'p,6'p,t) 
deux telles réductions. Soit crp et a'p les sections de £/P déduites de £p et £p par la construction 
décrite au ij4.3l II s'agit de prouver que ces sections sont égales et il suffit, par propreté de £/P 
sur Ck, de le prouver au point générique Spec(P) de Ck et même au point Spec(Ps) où Fg est 
une clôture séparablc du corps des fonctions F de la courbe Ck- 

Or section ap donne une section Spcc(Ps) £/P et celle-ci est la P(P5)-orbite de l'image 
d'un point e G £p{Fs) par le morphisme £p — > £. Un tel point e G £p{Fs) donne un isomorphisme 
P-équivariant 

$p : ^^p,_F, P XkFs 
un isomorphisme de schémas en groupes 

LP : Antp{£Fj P XkF^ 

et un isomorphisme dérivé 

dLp : Adp(f_F,) p XkFs- 
Soit Y = dLp{6F^) G p{Fs). Par définition de la réduction, xp(^) est égal à aM,Fs la restriction 
de la section aj\/ : C ^ Cm à Spec(Ps)- En utilisant la proposition [3]8] pour le groupe non pas G 
mais M, on obtient l'existence de X G tn(P) semi-simple tel que 

1. XMiX) est égal à la restriction om.f de um au point générique; 

2. il existe m G Af(Poo) tel que Ad{m)X = ta où ta G t™^(0oo) relève t et vérifie XM{ta) = t- 
Notons que comme aM,F appartient à car^'"^^^, les éléments X et ta sont automatiquement G- 
réguhers. Comme on a l'égalité Xp{Y) — Xp{X) dans cor^^'^°^(Ps), par le lemme [Xïïl les éléments 
X et y sont conjugués sous P{Fs). Quitte à translater e par un élément de P{Fs) on peut et on 
va supposer que Y = X. L'image de e dans £{Fg) donne un isomorphisme G-équivariant 

(4.2) $ : £f^ ^GxkFs 
un isomorphisme de schémas en groupes 

(4.3) i : AutG{£Fj^CxkF, 
et un isomorphisme dérivé 

(4.4) dt : AdG(fpJ ^0 XfeP,. 

Ce dernier est tel que X — dL{6) est un élément de Tn(P) semi-simple G-régulier qui vérifie les 
assertions 1 et 2 ci-dessus. Notons par un ' les mêmes objets attachés à la réduction m'p. Soit 
X G C{Fs) tel que e' = e - x. L'automorphisme de g Ps donné par di' o db~^ est alors égal à 
Ad(x). Par conséquent, Aà{x)X — X' . On a donc les égalités 

ta ^ Ad{m')X' = Ad{m'x)X = Ad{m'xm-'^)ta 

ce qui implique m'xm~^ G T{Fac ®f Ps) puisque ta est G-régulier. Il s'ensuit qu'on a x G Af(Ps). 
Donc les sections crp et a'p coïncident au point générique. Ainsi il existe un isomorphisme de fp 
sur £'p. Avec les notations précédentes, on a vu que X et X' sont conjugués sous A/(Ps). Donc on 
peut choisir cet isomorphisme de sorte que 0p s'envoie sur 9'p (au moins au point Spec(Ps) donc 
partout). Cela termine la démonstration de l'unicité et de la proposition. □ 
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5 Convexe associé à un triplet de Hitchin. 

5.1. Pour tout groupe M défini sur k soit X*{M) le groupe des caractères rationnels de M et 

X,{M) = Homz(X*(M),Z). 

Lorsque M est un tore, on note X*(M) s'identifie au groupe des cocaractères de M par la dualité 
naturelle entre les groupes de caractères et de cocaractères. 

Soit M G £ un sous-groupe de Levi semi-standard et soit Am la composante neutre du centre 
de M. Le morphisme de restriction 

X*{M) ^ X*{Am) 
est injectif et son conoyau est fini. Soit le K-espace vectoriel défini par 

= X*{M) ®z R = X*{Am) ®z M. 

Son dual noté s'identifie à 

aM=Homz(X*(M),M). 

On ne confondra pas Om avec l'algèbre de Lie de Am qui est aussi celle du centre Zm de M et 
qui sera notée 3m- Pour tout L e C{M), les morphismes de restriction 

X*{L) X*{M) X*{Al) 

induisent des morphismes 

dont le composé est l'identité. De la sorte, s'identifie à un sous-espace de a^- Soit 

(atf)* = Ker(a^ ^ al). 

On a donc une décomposition 
d'où dualement une décomposition 

où est l'orthogonal de dans au- Tout Ç € au s'écrit 

(5.1) ^ = ^L+e 

suivant cette décomposition. 

On généralise les définitions précédentes à un sous-groupe parabolique P € .F de la façon 
suivante. Soit Ap = Amp et ap = Omp- Soit Q G J^{P) et ttp = ; On note par un exposant * 
le dual de ttp. On a donc une décomposition 

ap = a%® oq 

et tout ^ S Op s'écrit 

(5.2) i = e+^Q 
suivant cette décomposition. 

5.2. Soit B G J'{T) un sous-groupe de Borel de G. Soit l'ensemble des racines simples de 
T dans B. Soit l'ensemble des coracines simples. Les parties Ap et A^ forment des bases 
respectives des espaces o^^ et a^- 



18 



Soit P G J^{B) et Ap.s C Ab le sous-ensemble formé de racines dans Np. Soit A^^ C A^ le 
sous-ensemble correspondant de coracines. L'application de restriction X*{T) X*{Ap) induit 
une bijection de Ap^^ sur un ensemble noté Ap. De même, la projection ax cip induit une 
bijection de Ap^ sur une partie notée Ap. Comme tout sous-groupe de Borel inclus dans P qui 
contient T appartient à l'orbite de B sous le groupe de Weyl W^^^ (T) , les ensembles Ap et Ap 
ne dépendent pas du choix de B. En outre, Ap et Ap forment des bases respectives de a*p et ap. 
Soit Ap la base de ap duale de Ap . 

Lemme 5.1. — Soit Q G ^{P)- On a alors l'inclusion naturelle Aq c Ap. 

Démonstration. — Soit _B C P un sous-groupe de Borel qui contient T. On a l'inclusion 
Aq^ c Ap p et le complémentaire Ap p — Ag p est inclus dans a^. Soit Aq p l'image de Aq p 
par la projection ar ^ ap. Le complémentaire Ap — Aq p est alors inclus dans ap. La projection 
ap ag induit une bijection de Aq p sur Aq. 

Soit tu G Âq C aQ. Soit G Aq tel que w{a'^) = 1 et tu est nul sur Aq - {a^}. Soit 
G A^. On a alors l'alternative suivante. Soit ^ A^ p et alors în(/3^) = 0. Soit G A^ p 

et alors •n7(/3^) vaut 1 si est l'unique élément de Aq p et sinon. Cela prouve que G Ap. 

□ 

5.3. Cônes dans ap. — Soit P E T. Soit +ap le cône obtus, ouvert dans ap, défini par 

+ap = {iJ G ap I w{H) > Vn7 G Âp}. 



Soit +ap l'adhérence de """ap dans ar c'est-à-dire 



+ ap = {H eap \ m{H) ^ Vnj G Ap}. 

Lemme 5.2. — Soit P Ç. G un sous- groupe parabolique semi-standard. On a les assertions sui- 
vantes : 

1. pour tout Q G T{P) on a +ap C +aQ + ap ; 

2. le cône ^ap est l'intersection des cônes ^ag + ap lorsque Q parcourt les sous-groupes para- 
boliques propres maximaux de G qui contiennent P. 

Ces assertions valent aussi pour les cônes fermés. 
Démonstration. — Soit Q G J-{P). H est clair qu'on a 

+ aQ + a^ = {iï G ap I vd{H) > Vtu g Âq}. 



La première assertion résulte alors de l'inclusion Aq c Ap du lemme lOI Pour montrer la seconde 
assertion, il suffit d'après la première assertion de prouver que l'intersection des cônes ^aq -\- 
ap lorsque Q parcourt les éléments maximaux de T{P) est inclus dans """ap. Soit H dans cet 
intersection. Il s'agit de voir que m{H) > pour tout îu G Âp. Mais c'est évident car pour tout 
îu G Ap il existe un unique sous-groupe parabolique Q propre et maximal qui contient P tel que 

Âq = {tn}. □ 

5.4. Degré d'une réduction. — Soit K une extension de fc, m G Ai{K) un triplet de Hitchin, 
P E J- VLTi sous-groupe parabolique semi-standard et mp = {£,6,t) une réduction de m à P (cf. 
définition 14.31 Le degré de la réduction mp est l'unique élément deg(mp) G ap c^ui satisfait pour 
tout caractère /i G X*{P) l'égalité suivante 

Ai(deg(mp)) = deg(^(£: )) 

011 est le fibré en droites sur Ck obtenu lorsqu'on pousse le torseur £ par la représentation 

H : P ^ GL(1) 
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et deg{fj,{£)) est son degré. 

Lemme 5.3. — Soit P G et mp une réduction de m à P. Soit Q £ J^{Q) et mç une réduction de 
m à Q. Alors le degré deg^mg) est égal à la projection de deg(mp) sur Oq suivant la décomposition 
ap = aq ® Up. 

Démonstration. — Rappelons que la réduction mp est un certain triplet {£p, Op,t) (cf. définition 
14.3p . Soit £q défini par £p Q et dq la section de AdoiSq) obtenue lorsqu'on compose 9p avec 
le morphisme AdoiSp) ^ Adpi(£q). On vérifie que le triplet (£q,6q,t) est une réduction de m 
à Q donc il est isomorphe à rriq (cf. proposition 14.4p . Soit /i G X*{Q). Il est clair que lJ.{£q) est 
isomorphe à fj,{£p). On a donc 

/x(deg(mp)) = deg(/i(fp)) = degifi{£q)) = fi{deg{mq)). 
Il s'ensuit que deg(mp) — deg(mQ) appartient à Qp d'oii le lemme. 

□ 

5.5. Convexes associés à un triplet de Hitchin. — On poursuit avec les notation sur para- 
graphe précédent. Soit M l'unique sous-groupe de Levi semi-standard tel que f{m) appartienne à 
■AM,eii{K) (cf. proposition [33]). Pour tout P dans l'ensemble T{M) des sous-groupes parabohques 
de G contenant M soit mp l'unique réduction de m à P (cf. 14. 4p et soit 

'^Cp.m = - deg(TOp) - +op + 

le cylindre ouvert de Ot de base la chambre obtuse — deg(mp) — +ap et 

+Cp,m = - deg(mp) - +ap + 0^ 

son adhérence dans a^. Notons que, pour P = G, on a ^Ccm = ût- 
Soit Cm le polyèdre ouvert inclus dans Ot défini par 

Cm 1^ Cp^m 

PeJ^(M) 

et soit 

Cm — 1^ ^Cp^m 

son adhérence. 

Si M ^ G alors J^(G) = {G} et Cm = Cm ar- 

Remarques. — Nous verrons une définition équivalente des polyèdres précédents à la propo- 
sition 15.81 Ces définitions sont directement suggérées par la définition d'Arthur des poids qui 
interviennent dans la définition des intégrales orbitales pondérées (cf. [T] §§2,3). Le lien avec les 
constructions d'Arthur sera plus évident lorsque nous disposerons d'une description adélique des 
triplets de Hitchin (cf. section FTH]) . Lorsque M = T, on retrouve le "polyèdre complémentaire" 
que Behrend associe au schéma en groupes AutG(f ) et au tore T (cf. [2] §6). 

Proposition 5.4. — Avec les notations ci-dessus, dans la définition de Cm ou Cm, on peut rem- 
placer ^'{M) par V{M). Si M Ç. G on peut remplacer J-{M) par les éléments maximaux de 
HM) - {G}. 

Démonstration. — C'est une conséquence évidente du lemme suivant. □ 

Lemme 5.5. — Soit P G !F{M) un sous-groupe parabolique semi- standard. On a les assertions 
suivantes : 

1. pour tout Q G J^{P) on a ^Cp^m C ^Cq^m / 
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2. le cône ^Cp^m est l'intersection des cônes '^CQ^m lorsque Q parcourt les sous-groupes para- 
boliques propres maximaux de G qui contiennent P. 

Ces assertions valent aussi pour les cônes fermés. 

Démonstration. — Soit Q G J-{P). Le lemme [ÏÏ751 implique qu'on a l'égalité 

^Cq^m = - deg(mp) - +aQ + a^. 

Le lemme est alors une conséquence immédiate du lemme 15.21 □ 

5.6. Soit S un fc-schéma affine et m G A^(5). Pour tout s S, soit nig G Ai{k{s)) le triplet 
de Hitchin sur k{s) le corps local en s déduit de m par changement de base. Soit Cm, resp. Cm, 
l'application sur S qui à tout s G S associe le convexe ouvert Cm^, resp. le convexe fermé Cm^- 

Proposition 5.6. — Supposons S noethérien. L'application Cm de 7\/((fc(s)) dans l'ensemble des 
parties de ordonné par l'inclusion est semi-continue inférieurement c'est-à-dire pour toute 
partie S de ax l'ensemble 

{seS\EcCmJ 

est ouvert. Il en est de même pour l'application Cm- 

Démonstration. — Soit m — {£,9,t) G A4{S). On ne traite que l'application C,„ car la même 
démonstration s'applique à Cm- 

Montrons tout d'abord que Cm est constructible et ne prend qu'un nombre fini de valeurs 
sur S . Pour cela, quitte à remplacer S par une composante irréductible, on suppose que S est 
irréductible. Soit r] le point générique de S* et C,, = C k{ri). Soit m,, — {£r,,9r,,tr,) le triplet 
de Hitchin sur déduit de m par le changement de base S^ec{k{rf)) S. Soit M G £ tel que 
firnr,) G Xai-^MMMv))) (cf. proposition EU). Soit P G T{M) et mp,^ = (fp,^, 6»^, t^) "la" 
réduction de nijj à P (cf. proposition 14.4p . On a associé au iJ4.3l à la P-réduction fp une section 
Cjj — > £ri/P- Celle-ci se prolonge se prolonge à tout Cs privé d'un certain fermé. L'image de ce 
fermé par le morphisme propre Cs —>■ S est un fermé qui ne contient pas le point générique rj. Soit 
U le complémentaire de ce fermé de S. Par construction, la section ^n/-^ prolonge en une 

section Cjj — > £jj/P. En utilisant la bijection du HA.'Sl on déduit de cette section un P-torseur £p^u 
qui est un prolongement de £p^ri et qui est une réduction de £ij à P. On en déduit que le triplet 
{£p,u, 9u, t\u) est une réduction de to à P sur U. Il s'ensuit que l'application qui à u G t/ associe 
le degré de mp^u est constante. Quitte à réduire U, l'application précédente est constante pour 
tout P G T{M). Quitte à réduire encore J7, on peut supposer que f{mu) G Xcf (■^M,oii(fc('«))) pour 
tout u G U. Mais alors l'application Cm est constante sur U. Par récurrence noethérienne, elle ne 
prend qu'un nombre fini de valeurs et il existe une partition de S en des ensembles constructibles 
sur lesquels C est constante. 

Montrons ensuite que pour tout S C ar l'ensemble 

{seSlEdCmA 

est ouvert. D'après ce qui précède, il est constructible. Il suffit donc de montrer qu'il est stable par 
générisation. Pour cette question, on peut supposer que S est le spectre d'un anneau de valuation 
discrète. Soit s le point spécial et rj le point générique de S. Il suffit de montrer l'inclusion 

(5.3) Cms ^ ^mrf- 

Soit {a,t) = f{m) G Ag{S)- Soit M G £ tel que {ajj,trj) appartienne à Xg i^^iMiif^iv))) (cf- 
proposition 13.4p . Comme le morphisme Xg immersion fermée (cf. proposition 13.2p . il 

existe un couple [aM,t) G Am[S) d'image (a,t) dans Ag{S)- Si M = G l'inclusion (|5.3p est 
triviale puisqu'alors — Qt. Supposons donc M C G. En utilisant la proposition 15. 4[ on voit 
qu'il suffit montrer que pour tout P G J-{M) maximal, on a 

Cp,m. C Cp 
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ce qui revient à montrer que 

n7(deg(TOp,ç,) - deg(TOp,^)) > 
où V3 est l'unique élément de Ap. Soit 

p : G^V 

la représentation irréductible de dimension finie de plus haut poids zu. Soit C la droite 
engendrée par un vecteur de plus haut poids m. En particulier, cette droite est stable sous l'action 
de P. 

Soit U l'ouvert de Cg défini comme l'image réciproque par «m de l'ouvert G-régulier cor"*. 
On a construit au t j4.9l un triplet {£p^u i^u itu) formé d'une réduction à P du triplet déduit de 
m par changement de base à U . On déduit de Sp^u une section U £/P qui, par projectivité 
de £/P, se prolonge à un ouvert Ui D U qui contient tous les points de codimension ^ 1 de Cg. 
Notons que Ui contient ainsi que le point générique de Cg. On obtient alors un P-torseur £p,Ui 
qui prolonge Sp^u (cf- i i4.3p . On vérifie que le triplet {£p,Un&Untui) est une réduction de m à P 
sur Ui. 

Le fibré en droite Ep^Ui Xfe est un sous-faisceau localement facteur direct de la restriction 
à Ui du fibré vectoriel p{£) = £ x^''' V. Il se prolonge de manière unique en un fibré en droites 
qui est un sous- faisceau de p{S). Toutefois, il se peut que hors de Ui ce fibré ne soit pas localement 
facteur direct. Comme Ui contient C,, on a l'égalité 

(5.4) deg{V^^n) = ro(deg(mp,^)). 

Sur l'ouvert Ui D de Cg, on obtient par restriction du triplet {Sp^Ui i ^Ui i tui ) une réduction 
de TTT-s à P. Toujours par les mêmes arguments, cette réduction se prolonge à Cg. On obtient donc 
un triplet (£p_g,9g,tg). Le fibré en droites 

V^^g=£p,g xf^K. 
est un sous- fibré localement facteur direct de p{£g) et comme ci-dessus on a 

(5.5) cleg(V;,J = ti7(deg(mp,,)). 

Mais ce fibré g coïncide avec Vro,s sur l'ouvert Ui H Cg. Il s'ensuit que g est le saturé de 
Vro s dans p{£s). On a donc 

deg(V;,J ^ deg(V^.,) 
avec égalité si et seulement si g = V^.s- Avec (|5.4p et (|5.5p cela donne 

îî7(deg(mp,s)) = deg(V4,_J ^ deg(Vro^s) = n7(deg(TOp,,,)) = K7(deg(mp,,,)) 

comme voulu. 

□ 

5.7. Réductions à des sous-groupes paraboliques adjacents. — Soit K une extension de 
k. Avant d'énoncer le principal résultat de ce paragraphe, nous allons l'illustrer dans le cas de 
GL{2) muni de son sous-tore maximal standard T. Soit m = {£,9,t) un triplet de Hitchin dans 
■McL{2){K). La donnée de {£,9) est équivalente à celle d'un fibré vectoriel V de rang 2 sur Ck, 
d'un endomorphisme tordu 

9 : V^V(Pi) 

encore noté 9. On suppose que /(m) n'est pas elliptique. Il s'ensuit qu'au point générique rj de 
Ck, l'endomorphisme 6 est diagonal dans une base notée (61,62) de l'espace vectoriel V^. Soit 
Vi CV le sous-fibré en droites déterminé par 6^. Le point t G t{K) ~ s'écrit comme un couple 
t = {ti,t2)- Il y a une indétermination sur la numérotation des fibrés Vi qui est levée lorsqu'on 
exige qu'au point 00 l'endomorphisme 9 ait comme valeur propre ti sur l'espace Vi,oo- 
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Soit B C GL{2) le sous-groupe de Borel standard et B son opposé. Il résulte de la proposition 
I4.4l au'il existe des réductions tub et nig de m k B et B. On identifie a-r à de manière évidente. 
On vérifie les formules suivantes 

deg(mB) = (deg(Vi),deg(V/Vi)) 

et 

deg(mB) = (deg(V/V2),deg(V2)). 

Il s'ensuit qu'on a 

(5.6) deg(TOB) - deg(TOB) = long(V/(Vi + V2))(l, -1) 
où la longueur notée long du module de torsion V/(Vi + V2) est donnée par 

deg(V)-deg(Vi)-deg(V2) 
vu que le morphisme entre fibrés de rang 1 

Vi ^ V/V2 

est injectif. 

Au point générique de Ck, on a une somme directe 

Vr, = Vi,^ © V2,,,. 

Soit Pi la projection sur Vi,,,. Celle-ci commute à 9 qui agit sur le facteur Vi,,, par la section 
globale Ai de 0{D). Soit pi{V) le fibré inversible image de V par pi. La projection pi induit un 
isomorphisme de V/V2 sur pi{V). La restriction de pi à Vi est injective et induit un isomorphisme 
de Vi sur un sous- faisceau de Pi{V). De même, on introduit le fibré P2(V) et on obtient des 
isomorphismes 

Pi(V)/Vi ~ V/(Vi + V2) P2{V)/V2 

compatibles aux endomorphismes tordus induit par 9. Or 9 agit par les scalaires Ai sur piiV) et 
A2 sur p2(y). Il s'ensuit que le scalaire Ai — A2, qui est nul puisque 9 est régulier, agit par sur 
Pi(V)/Vi d'où 

(Ai-A2)pi(V) c Vi(i?) 

dont on déduit l'inégalité 

long(pi(V)/Vi)s^2deg(D) 

soit encore 

(5.7) long(V/(Vi + V2)) 2deg(i?). 

Ce sont les lignes (j5.6p et (j5.7l) que nous allons généraliser à un groupe quelconque. Pour tout 
sous-groupe de Levi M e £, deux sous-groupes paraboliques P et Q dans V{M) sont dits adjacents 
si l'intersection 

A^n(-A^) 

est réduite à un élément. 

Lemme 5.7. — Soit ni G M{K) et M G C tel que /(m) G Am,c\\{K). 

Soit P et Q deux sous-groupes paraboliques adjacents dans V{M). Soit l'unique coracine 
qui vérifie 

A^n(-A^) = K}. 

Soit mp et mq les réductions respectives de m à P et Q (cf. proposition \4.4\ l ■ 
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Il existe un unique rationel Xa tel que 

(5.8) - deg(mp) + deg(mQ) = x^a^ . 
En outre, Xa satisfait l'inégalité 

(5.9) s; x„ ^ 2^(a^)-i(dim(np/(np n nç)))^ dim(q/(np n ng)) deg{D). 

où le caractère /i G X*{M) est donné par det(Ad(-)|np/(npnnQ))- 
En particulier, Xa est borné sur A4{K). 

Remarques. — L'inégalité de gauche dans 15.9) est réminiscente du lemme 3.6 de [T]. Dans le 
contexte de la réduction de schémas en groupes réductifs à un sous-groupe de Borel, elle apparaît 
dans [7] proposition 6.6. 

Démonstration. — Soit m = {£,6,t) le point considéré de A4{K). Soit mp — {£p,6,t) et 
rUQ = {£q, 0, t) ses réductions à P et Q. L'énoncé est trivial si M — G. On suppose donc M Ç G 
dans la suite. 

Soit R e T{M) défini par Âp = Âp - {a^}. On a donc Âp U {-a^} = Âg. Ainsi R contient 
P et Q. Pour tout caractère /i S X*{R), on a donc 

deg(/^(mp)) = deg(^(mp)) = dcg(^(mQ)). 

Par conséquent, — deg(mp) + deg(mQ) appartient à l'espace afj qui n'est autre que la droite 
engendrée par a^. On obtient ainsi l'existence de Xa qui vérifie (|5.8p . 

Il reste à vérifier l'inégalité (|5.9p . On commence par le cas où l'on a, R — G c'est-à-dire M est 
maximal dans G. Dans ce cas, P DQ — M. Pour alléger les notations, posons 

Vi = £p x^' n, 
où n est l'algèbre de Lie du radical unipotent de P, et 

Alors Vi et V2 sont deux sous-fibrés vectoriels du fibré vectoriel V tels que Vi n V2 =0. Au point 
générique de Gk, on a une somme directe 

Vr, = Vi,^ © V2,,,. 

Soit Pi la projection sur Vi^ri- La section 9 de V{D) se factorise par V2{D). L'action adjointe ad(0) 
de 9 induit des endomorphismes tordus Vi Vi(Z)) et V2 — * V2{D). Les fibrés vectoriels Vi et 
V/V2 sont de même rang égal à la dimension de n. Le morphisme évident 

Vi ^ V/V2 

est injectif. Il s'ensuit qu'on a 

deg(Vi) ^ deg(V/V2) 

avec égalité si et seulement si le morphisme est bijcctif. Soit /i le caractère de X*{P) — X*{M) 
donné par det(Ad|„). On a donc fJ.{a^) > 0. Notons que fi est encore égal au caractère de M donné 
par det(Ad[g/j|). Il s'ensuit qu'on a 

/z(deg(mp)) = deg(Vi) < deg(V/V2) = A<(deg(mg)) 

et 

/x(a^)x„ = deg(V/V2) - deg(Vi) = long(r) 
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où T est le faisceau de torsion défini par 

T = V/(Vi + V2). 

On a donc la positivité dans l'inégalité (|5.9p . 11 nous reste à majorer la longueur de T. Pour cela, 
on utilise les isomorphismes 

Pi(v)/Vi ~P2(V)/V2 

qui sont compatibles aux endomorphismes tordus induit par a,à{6). Soit Xi 1^ polynôme ca- 
ractéristique de la restriction de a.d{9) à Vi^jj et soit A le résultant de ces deux polynômes. En 
fait, A est même une section non nulle de 0{ND) 011 

N ~ dim(n) dini(q). 

L'endomorphisme tordu Pi{V) pi{V){ND) donné par la multiplication induit un endomor- 
phisme tordu trivial de pi(V)/Vi. On a donc 

Api(V) C Vi{ND) 

et la majoration 

long(r) 2dim(n)A^dcg(L') 

ce qui montre la majoration de droite de l'inégalité (|5.9p dans le cas où M est maximal. 

Si M n'est pas maximal, on utilise les résultats précédents au groupe réductif qui est 
l'unique élément de C qui est un facteur de Levi de R. L'algèbre de Lie de iî est p + q et celle de 
Mu est isomorphe àp-|-q/(n_pnnQ). 

□ 

5.8. Enveloppes convexes associés à un triplet de Hitchin. — On continue avec les 
notations du paragraphe précédent. Soit m G À4{K) et AI G C tel que ,f(m) G Am.c\\{K). Pour 
tout P G V{M), soit rap une réduction de m à P. 



l'enveloppe convexe fermée des points 

-deg(mp) 

pour P G V{M). 

La positivité dans le lemme [ÏÏTTl va nous permettre de donner une autre description du convexe 
Cm (pour des résultats analogues dans des contextes similaires, cf. [T] §§2,3 et §2). 

Proposition 5.8. — Pour tout m G M.{K), on a l'égalité suivante 

Cm = CVm + <^T + °-G- 



Démonstration. — Il s'agit de prouver l'égalité entre deux ensembles qui sont clairement des 
parties convexes et fermées de ar, invariantes par translation par + qq. Soit Xp la projection 
de — deg(mp) sur a^^. Il suffit donc de prouver l'égalité suivantes entre parties de a^^ 



Pi {Xp - +ap n afj) = cvx(Xp) 



où cvx(Xp) est l'enveloppe convexe des Xp pour P G V{M) 

-'M 

X{H) > sup X{Xp) 
Pev{M) 



Prouvons l'inclusion C. Soit H un point de qui n'appartienne pas à cvx(Xp). Alors, il 
existe A G (ct^)* tel que 
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Soit P e 'P(M) tel que A appartienne au cône positivement engendré par Ap. L'inégalité 
X{H) > X(Xp)) entraîne qu'il existe vu £ Ap tel que 

m{H) > m{Xp). 

Par conséquent, H n'appartient pas à Xp — +ap. 

Réciproquement, prouvons l'inclusion D. Il s'agit de voir que pour tous sous-groupes parabo- 
liques P et Q dans V{M) le vecteur Xp — Xq appartient au cône +op fl o^. Si P et Q sont 
adjacents, cela résulte du lemme ISTfl Plus généralement, en prenant une suite de longueur mini- 
male Pi G V{M) pour i = 0, . . . ,n telle que Pi+i et Pi sont adjacents, Po = P et P„ = Q, on voit 
que l'on peut écrire Xp — Xq comme une combinaison linéaire à coefficients positifs de racines de 
Am dans Np ce qui donne le résultat voulu. 

□ 



6 La ^-stabilité 

6.1. Champs de Hitchin ^-stable. — Soit ^ G a^- 

Définition 6.1. — Soit S un fc-schéma affine et m g À4{S). On dit que m est ^-stable, resp. 
Ç-semi- stable, si pour tout s G S* on a 

resp. 



Remarques. — Comme Cm^ est invariant par translation par ag, la ^-(semi-)stabilité ne dépend 
que de la projection sur de 

Dans le cas G = GL{n), cette définition de ^-stabilité est réminiscente d'une définition de 
stabilité avec poids due à Esteves [l5] dans le cadre des jacobiennes compactifiées. Lorsque ^ = 0, 
on retrouve la notion usuelle de stabilité pour les fibrés de Hitchin. On notera également que 
cette définition est très proche de celle utilisée pour les fibrés (ordinaire ou de Hitchin) avec 
structure parabolique étudiée par Boden et Yokogawa dans [9] et Heinloth et Schmitt dans [22] . 
Elle s'inspire également des troncatures et du poids qu'Arthur introduit dans le contexte de la 
formule des traces. Notre présentation (en particulier l'utilisation du convexe Cm) s'inspire aussi 
du travail de Behrend sur la stabilité des schémas en groupes réductifs dans 0. 

Définition 6.2. — Soit M^, resp. A4f le sous-champ de Ai tel que pour tout fc-schéma affine S la 
catégorie M^{S), resp. M^, soit la sous-catégorie pleine de À4{S) dont les objets sont les points 
^-stables, resp. ^-semi-stables. 

Définition 6.3. — On dit que ^ G ar est en position générale si pour tout P G .F tel que P Ç. G 
la projection de ^ sur ap suivant ax — (B ap n'appartient pas au réseau X*(P). 

Remarque. — Il résulte de la définition 16.21 qu'on a C M^. Si ^ est en position générale, 
quels que soient l'extension if de /c et le triplet de Hitchin m G M{K), le point Ç ne peut pas 
appartenir au bord de Cm^ ■ H s'ensuit que pour tout ^ en position générale, on a 

=J4Î. 



Proposition 6.4. — Les champs et sont des sous-champs ouverts de Ai. 
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Démonstration. — Il suffit de vérifier que pour tout fc-schéma affine S et tout m G Ai{S) 
l'ensemble des s £ S* tel que appartienne à Ai^, resp. Ai^, est ouvert. Comme M est localement 
de type fini, on peut se limiter à des S nocthériens auquel cas le résultat est donné par la semi- 
continuité de la fonction Cm, resp. Cm (cf. proposition [ÏÏTïï]). □ 

Proposition 6.5. — Si G est semi-simple, les champs et Ai^ sont des champs de type fini 
sur k. 

Démonstration. — Soit B C G un sous-groupe de Borel contenant T. Soit Tq le champ des 
G-torseurs sur G et pour tout cocaractère S G X^, (T) soit Tg le champ des S-torseurs de degré S 
sur G. On sait bien que ce dernier est un champ de type fini sur k. On a un morphisme Tg T 
qui à un B-torseur £ associe le G-torseur £ x'^ B. Par ailleurs, le morphisme — > T qui, à un 
triplet {£, 9, t) associe le G-torseur £ est de type fini. Il suffit donc de prouver que l'image de 
ou Aii par ce morphisme est de type fini. Or cette image est recouverte, d'après le lemme suivant, 
par les images de pour S parcourant un ensemble fini. Elle est donc bien de type fini. □ 

Lemme 6.6. — Soit B C G un sous-groupe de B orel contenant T. Il existe un ensemble fini 
X C X»(T) tel que pour tout triplet {£,9,t) £ Ai^{k) il existe une réduction £b de £ à B telle 
que 

deg{£B) e X. 

Démonstration. — D'après Harder (TÏÏ' Satz 2.1.1 et p. 253), il existe une constante c > 
telle que tout G-torseur £ sur G admette une réduction £b b. B dont le degré deg(fs) appartient 
au cône aigu 

c = {H euT \ a{H) ^ -c'ia€ Ab} 

où As est l'ensemble des racines simples de T dans B. Soit N un entier qui majore, pour toute 
racine de T dans B, la somme de ses coefficients dans la base Ab. Soit d un entier qui vérifie 

(6.1) d > deg{D) + 2Nc. 

Soit P un sous-groupe parabolique de G qui contient iî et Ap C A^ le sous-ensemble des 
racines simples dans Np. Soit Cp le cône dans Qt défini par 

cp = {H e ar \ a{H) ^ d Va G Ap et a{H) dVa e Ag - Ap}. 

Lorsque P parcourt l'ensembles des sous-groupes paraboliques standard, les cônes cp recouvrent 
Ot- Il suffit donc de prouver le résultat suivant : il existe un ensemble fini Xp C X*(T) tel que 
pour tout triplet {£,d,t) G A4i{k) et toute réduction £b de £ k B dont le degré vérifie 

deg(fp) e c n Cp 

on a deg(é-p) G Xp. 

Lemme 6.7. — Soit {£,9,t) G A4^{k) et £b une réduction de £ à B dont le degré vérifie 

deg{£B) G c n Cp. 
Alors 9 se factorise par £b x^'^^ pjj ^ Adp)(£'). 

Démonstration. — L'action adjointe de 9 induit un morphisme de schémas en algèbres de Lie 

£xG^Adfl^Adz3(é:) = £x«^Adflc. 

Il suffit de prouver que ce morphisme envoie £3 x^ b dans £b x^ Pd- Considérons alors une 
filtration de q 

(0) = fao C bi C . . . C = b C p = ps C ps-i C . . . C po = fl 
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par des sous-espaces i3-stables de sorte que les quotients b^+i/bi et p^/p^+i soient de dimension 1. 

Montrons que pour tout O^i^retl^j^s l'action adjointe de 6 envoie 
£b x^'^'^Pj.D- Le cas i = r et j = s donne le résultat cherché. On raisonne pour cela par récurrence. 
Le cas i = 0, trivial, amorce la récurrence. Pour un couple l'hypothèse de récurrence est que 

le résultat vaut pour tout couple {i' avec soit i' < i et j' ^ s soit i' = i et j' ^ j. Supposons 
tout d'abord j < s. Prouvons l'assertion pour le couple + 1). Par hypothèse de récurrence, 
on sait que 9 envoie £b x-^^^^ bi_i dans £b x^'^^ po et £b x^'^*^ bi dans £b x^-^^ pjjj- En 
particulier, 9 induit un morphisme de fibrés en droites 

(6.2) £b x^^Ad b,/b,_i ^ £b x^-^'i p,,d/Pj+i.d. 

Si ce morphisme n'est pas nul, le degré du but doit être supérieur au degré de la source. Il existe 
des caractères disons a G U {0} et /3 G de sorte que T agisse sur les quotients bi/bi_i et 
pj/pj+i respectivement par a et —(i. Il s'ensuit que le degré du but est —fi{Aeg[£B)) + deg(D) et 
celui de la source est a{deg{£B))- On doit donc avoir l'inégalité 

(a + /3)(deg(fB)) ^deg(I?) 

Or [3 est une racine de T dans Np donc elle a une composante non nulle au moins sur un élément 
de Ap. Comme deg(fB) e c n cp, on a la minoration 

l3{àeg{£B))^d~Nc. 

En minorant trivialement a{àeg{£B)) par —Ne, on voit qu'on contredit l'inégalité (|6.ip ci-dessus. 
En conclusion, le morphisme (j6.2p est nul d'oîi l'assertion pour le couple (i, Lorsque j = s, on 

doit prouver que l'assertion vaut pour le couple (i -|- 1, 1) ce qui se démontre de manière analogue. 

□ 

Soit le P-torseur £p = £b x^ P. D'après le lemme précédent, 9 se factorise par AdD{£p)- A 
priori, on sait que XG (t) est égal à la valeur de XG (é*) au point oo mais il n'y a pas de raison pour 
que xp{t) soit égal à la valeur de xp(0) au point oo. Cependant, il existe un élément w du groupe 
de Weyl W tel que xp{'w ' t) soit égal à la valeur de xp{^) au point oo. Il s'ensuit que le triplet 
{£p,9,w ■ t) est une réduction de {£,9,w ■ t) k P. Il est clair sur les définitions que {£,9,w ■ t) 
appartient à Quitte à changer ^ en w • Ç, on suppose dans la suite qu'on a w = 1. 

Si P = G, le convexe c n Cg est compact et deg{£B) appartient à l'ensemble fini X^, (T) n c fl cg . 
Si P 7^ G, on a par Ç-semi-stabilité de {£, 9, t) la condition 

Ç G -deg(é:p) - +ap + a^. 

Ainsi deg{£B) appartient au convexe compact 

c n Cp n (-C - +ap + a^) 

donc de nouveau à un ensemble fini. 

□ 

6.2. Le théorème principaL — Introduisons la définition suivante. 

Définition 6.8. — Soit /«, resp. /5, la restriction du morphisme / de Hitchin à A4^ , resp. A4^. 

Nous pouvons énoncer alors notre principal résultat. 

Théorème 6.9. — Soit ^ £ ar en position générale. On suppose que G est semi-simple. Le champ 
A^^ est un champ de D cligne- Mumford, lisse et de type fini sur k. De plus, le morphisme de Hitchin 
est propre. 

Démonstration. — D'après la proposition 16. 4[ est un sous-champ ouvert de M. Or ce 
dernier est lisse sur k (Biswas et Ramanan l'ont démontré par un calcul de déformation dans 
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[5] qui a été repris par Ngô cf. proposition 5.3 et "M]) d'où la lissité de Ai^. On a vu dans 
la proposition 16.51 que le champ Ai^ est de type fini. On montrera ultérieurement que est 
un champ de Deligne-Mumford (cf. la démonstration du théorème 110.11) . La propreté de est 
satisfaite par le critère valuatif qui combine les résultats des théorèmes l8 . 1 1 et 19 . 1 1 g ui seront énoncés 
dans la suite. □ 

6.3. Les ^-points de Harder-Narasimhan. — On munit l'espace ax d'un produit scalaire 
(•, •) invariant par le groupe de Weyl W'~^{T) qui fait de Qt un espace euclidien. Alors Ot est 
canoniquement isomorphe à son dual a^. Dans cet isomorphisme, une racine et sa coracine sont 
égales à un coefficient strictement positif près. Soit || • || la norme euclidienne sur ar associée à ce 
produit scalaire. Notons que les espaces et a^^ sont alors orthogonaux (pour M G C). 
Soit K une extension de fc et ^ G a^- 

Définition 6.10. — Soit m £ Ai{K). Le Ç-point de Harder-Narasimhan de m est l'unique point 
Qm £ Cm qui vérifie 

\\gm-a = mm 
xeCm 



Remarque. — Comme Cm est un convexe fermé non vide (ce qui résulte de la proposition [57 
il existe un et un seul ^-point de Harder-Narasimhan. Pour tout sous-groupe parabolique P G JF, 

soit Qp le cône aigu, ouvert dans ap, défini par 

(6.3) = {H e ap \ a{H) > 0\fa e Ap}. 
On obtient ainsi une partition de ar 

(6.4) = U a+. 

La proposition suivante et sa démonstration sont essentiellement une reformulation de [7] 
proposition 3.13. 

Proposition 6.11. — Soit m G M{K) et M G £ tel que f{m) G ^a/,c11- Pour tout P G T{M) 
soit mp une réduction de m à P. Soit g G Cm- Les deux assertions suivantes sont équivalentes 

1. le point g est le ^-point de Harder-Narasimhan de m ; 

2. il existe un sous-groupe parabolique Q G J-{M) tel qu'on ait 

(a) (, - g e a^na^ ; 

(b ) la projection de g sur af^ appartient à la projection sur afj de l 'enveloppe convexe des 
points 

- deg(mp) 

pour tout P G V{M) inclus dans Q ; 

3. il existe un sous-groupe parabolique Q G J-{M) tel qu'on ait 

(a) (, - g e a'^na^ ; 

(b) g appartient au sous-espace affine 

-deg(mQ) + + ac- 

Démonstration. — Montrons que la première assertion implique la deuxième. Supposons que g 
soit le ^-point de Harder-Narasimhan de m. Soit Q l'unique élément de T tel que Ç — G Og, cf. 
la partition (|6.4p . Comme C,„ est stable par translation par -|- a^, on a 

(6.5) Ç - e G af,. 
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Par conséquent Q doit contenir M. On a donc vérifié 2. (a). Vérifions 2.(b). Soit Pq E V{M) tel 
que Pq C Q. D'après la proposition 15.81 le point — deg{mpg) appartient à Cm- Par convexité de 
Cm, pour tout ^ A ^ 1, le point (1 — X)g — Adeg(mp„) appartient aussi à Cm et le réel 

||(l-A)^,~Adeg(mpJ-Çf 

atteint son minimum en A = 0. En dérivant en A = 0, on tombe sur la condition 

(6.6) (£) + deg(mpJ,e-^?) ^0. 
Comme — g E Oq H aj^, on peut écrire 

(6.7) c-É'= X! y-^^ 

avec > 0. La condition (j6.6p ci-dessus implique 

(6.8) Y. y^^{9 + d<ië{mpo))^0. 

Pour tout tu E Ag, on a 

■!u{g + deg(TOpJ) = n7(Éi + deg(rnQ)) 

et cette quantité est négative puisque g E Cm- L'inégalité (|6.8p n'est donc possible que si pour 
tout m E Aq on a 



(6.9) w{g + deg{mpj) = 0. 

Pour tout P E V{M)^ soit Ap G M qui satifait les conditions suivantes 

- < Ap 1 ; 

~ Zlpgp(M) Ap = 1 ; 

- le projeté de g sur a^^ est égal au projeté sur a^^ du point 

^ -Apdeg(mp). 

De tels réels Ap existent par la proposition [5TH1 H s'agit de voir qu'on peut choisir Ap de sorte que 
Ap = si P çz: Q. Par ((ïï7g)l . on obtient 

(6.10) w(deg(mpj) = ^ Ap ti7(deg(mp)) 

Pev(M) 

pour tout tu E Ag. Le lemme [ÏÏTTl implique que pour P E V{M) la différence deg(TOp) — deg(mQ) 
est une combinaison linéaire à coefficients positifs d'éléments de Ap. Par ailleurs, w ne prend que 
des valeurs positives sur Ap et elle est nulle sur Ap — Ag. Soit P E V{M) adjacent à Pq- De 
choses l'une soit deg(mp) = deg(mp(,) et dans ce cas on peut bien supposer que Ap = 0, soit 

deg(mp) - deg(mpj = x„a^ 

avec x\> Q ei {a^} = Ap^ n (— Ap) (par le lemme lÏÏTT)) . L'égalité (I6.10p n'est donc possible que 
si pour tout TU E Ag on a ^ Ag. Mais dans ce cas on a P C Q- En raisonnant par récurrence 
sur le cardinal de Ap^ n (— Ap), on voit que pour tout P E V{M), on a soit P C Q soit on peut 
supposer que Ap — 0. Cela prouve ainsi la deuxième assertion. 

La deuxième assertion implique la troisième puisque pour P C Q la projection de deg(mp) sur 
ag est égal à deg(mg). 
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Finalement montrons que la troisième assertion implique la première. Soit Q G J-{M) tel que 
les conditions 3. (a) et 2.(b) soient satisfaites. Montrons que l'assertion 1 est alors vérifiée. Soit 
X e Cm- Il s'agit de voir que \\X - ^\\ ^ \\g- (\\. On a 

(6.11) \\x~Cf = \\g-Cf + n-0,(>-x) + \\x-g\\^ 

roGÀg 

OÙ les y^, définis en (|6.7p . sont positifs. Par hypothèse, on a p G — deg(mQ) + + et Comme 
X appartient à C,,,., on a, en particulier, 

X G - deg(rnQ) - +aQ + + ac- 

Combiné à 3.(b), cela donne On a donc aussi 

g - X ^ +0Q + + ac- 

Donc pour tout vo G Ag, on a vo^q — X) ^ et (I6.1ip donne \\X — Ç|| ^ Héi — Cil comme voulu. □ 

La proposition précédente implique immédiatement le corollaire suivant. 

Corollaire 6.12. — Plaçons-nous sous les hypothèses de la proposition \6.11\ Soit g G Cm le 
^-point de Harder-Narasimhan de m. Il existe un unique Q G !F{M) tel que g réalise la distance 
de C au sous-espace affine — deg(mQ) + + ac- 



7 Description adélique des fibres de Hitchin 

7.1. Soit V un ensemble fini de points fermés de C qui contient le point oo et le support du 
diviseur D. Le diviseur efiectif D s'écrit alors comme la somme formelle 

D = E^ dyV 

011, pour tout V E V, l'entier (i,„ est positif, nul hors du support de D donc nul en oo. Soit 
l'ouvert de C complémentaire de V. Soit fc[C^] l'algèbre des fonctions régulières sur 

7.2. Pour toute fc-algèbre A, soit Ca = C Xk Spec(A) et = Spec(A). Soit A[C^] = 
k[C^] A. Pour tout w G V, le complété de l'algèbre quasi-cohérente Oqa le long du diviseur 
w Xk yl s'identifie à l'anneau ^[[^^t,]] via le choix d'une uniformisante Zy. Soit A{{zy)) l'anneau des 
séries formelles de Laurent en la variable z„ à coefficients dans A : c'est le localisé de ^[[z^]] que 
l'on obtient en inversant Zy. On a le diagramme commutatif suivant oii les morphismes sont les 
morphismes évidents 

(7.1) Spec(A((z„))) Spec(A[[z„]]) 



C\ ^Ca 

Pour tout fc-schéma S, on note S'((z„)), resp. S'[[zt,]] le foncteur qui, à toute fc-algèbre A, associe 
l'ensemble des points S{A{{zy))), resp. S'(v4[[z„]]). 

7.3. Descente formelle à la Beauville-Laszlo et uniformisation. — Avec les notations des 
paragraphes précédents, on peut énoncer la proposition suivante. 

Proposition 7.1. — Soit un triplet {X, ((7i,)„gy , t) qui vérifie les conditions suivantes : 
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1. X est un élément de q{A[C^]) ; 

2. pour tout V , l'élément appartient à G{{zy)){A) et vérifie 

Ad{g-')X ez~''-2[[z,]]{A) ; 

en particulier x(X) G cor[[zoo]](^) ; 

3. t est un élément de f^{A) dont la caractéristique x{t) est égale à la réduction modulo z^o 
dexiX). 

Il existe un triplet m — (£,9,t) G A4{Spec{A)) ainsi que des isomorphismes G-équivariants 

aA,v ■ i*A,^£ ^ G Xk A[[zy\] 

et 

13 A : 3l£^GxkA[G^] 

tels que 

- l'automorphisme G-équivariant de G x A{{zy)) défini par {i^ y){PA)°ijA v)i'^A\) est donné 
par la translation à gauche par G G{{z^)){A) ; 

- Pa induit un isomorphisme entre Ad(j^f ) et qx^ A[C'^] qui envoie j\9 sur X . 

En outre, le triplet {m, {aA,v)veVT Pa) est uniquement déterminé à un unique isomorphisme près. 
Tout tel triplet s'obtient à partir d'un unique triplet (X, {gv)vev,t) comme ci-dessus. 

Démonstration. — C'est une conséquence du résultat de descente formelle de Beauville-Laszlo 
(cf. [5J). □ 

Introduisons alors la catégorie Gatv{A) dont les objets sont les triplets {X, {gvG[[zv]]{A))y^v , t) 
qui vérifient les conditions 1 à 3 de la proposition l7.ll (la condition 2 sur gy est clairement stable par 
translation par G[[zt,]](A)) et l'ensemble des morphismes entre deux objets {X, {gyG[[zy]]{A))y^Y ,t) 
et {X',{g'yG[[zy]]{A))y^v,t') est 

- vide si t t' ; 

- l'ensemble des S G G{A[C^]) tels que Ad(.g)X = X' et pour tout v eV 

SgyG[[zy]]{A) ^ g',G[[zy]]{A). 

Corollaire 7.2. — La construction de la proposition ]?. 1\ induit une équivalence de catégories entre 

- la catégorie Caty(A) ; 

- la sous-catégorie pleine de A^(Spec(yl)) formée des triplets {£,9,t) G 7V((Spec(A)) pour 
lesquels le G-torseur £ est trivial sur G\ et sur Spec(yl[[zt,]]) pour tout v ÇiV . 

7.4. Soit K une extension de k. Soit {a,t) G Ag{K). Soit ta G t'°s[[zoo]] (-fïT) le relèvement 
de t tel que a et x{ta) coïncident sur Spec(iîr[[zoo]]) (cf. proposition 13.8p . Soit M G C tel que 
(a,t) G }(M{Am,c\\{K)) (cf. proposition Soit m = {£,9,t) G M{K) tel que /(m) ^ (a,t). Soit 
et Pk des trivialisations de £ respectivement sur Spec(ii'[[zt,]]) et C^. On suppose que ces 
trivialisations vérifient les conditions de la proposition 17. Il Soit [X, {gy)y^v t^) le triplet qui s'en 
déduit par la proposition [TUl On suppose de plus X est un élément de m(ii'[C^]) tel que X et ta 
sont conjugués sous M{{zoo)){K). 

Proposition 7.3. — Soit P G J-{M). Pour tout u G F, soit G P{{zy)){K) tel que 

gv e pyG[[zy]]{K). 

Alors il existe un triplet {£p,9p,t) qui est une réduction de m à P et des trivialisations ^ et 
de £p respectivement sur Spec(/'ir[[z„]]) et C]^ telles que 

- l'automorphisme P-équivariant de G Xj. K{{zv)) défini par (ïjJ„)(/?x) ° Uk v)i'^K v)~^ 
donné par la translation à gauche par py G P{{zy)){K) ; 

- induit un isomorphisme entre Ad(j^fp) et p Xk K[C'^] qui envoie j^9p sur X . 
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Démonstration. — De la relation Ad(g^ G g[[zv]]{K) et du fait que X G m{K[C^]), il 
vient 

En particulier, Xp(X) e carM[[2oo]](^i^)- Comme on a supposé que X et ta sont conjugués sous 
M(Foo), on a Xp(X) = Xp{ta)- Ainsi (X, (pt,)t,gy,t) est un triplet qui satisfait les conditions 1 à 
3 de la proposition 17. Il relatives à P. La proposition 17.11 appliquée au groupe P donne un triplet 
{£p, 9p,t). On vérifie que c'est bien une réduction à P de m. □ 

7.5. Fonctions Hp. — On continue avec les notations du paragraphe précédent. 
Définition 7.4. — Soit P G T{T) et w G F et 

Hp : G{{z,)){K) ^ ap 

l'application qui vérifie pour tout ^ G X*{P) et g G G{{zv)){K), 

KHp{g)) = - val^,(^(p)) 

011 vali, est la valuation usuelle sur K{(zv)) et p est un élément de P{{zv)){K), uniquement défini 
à translation à gauche près par un élément de P[[zt,]](iîr), qui vérifie 

g e pG{K[[z.,]]). 

L'existence d'un tel élément p est donnée par la décomposition d'Iwasawa. 

Plus généralement, pour une famille {gv)vev d'éléments de G{{zy))(K) on pose 

Hp{{gv)vev) = ^ Hp{g^). 
vev 

Cette définition garde un sens lorsque V est infini pourvu que g^ appartienne à (^[[zt,]] pour tout 
V en dehors d'un ensemble fini. En particulier, la fonction Hp est bien définie sur les points de G 
à valeurs dans les adèles de F. 

Indiquons alors un corollaire à la proposition 17.31 

Corollaire 7.5. — Avec les hypothèses et les notations du j j7.4| et de la proposition \ 7.3\ on a 
l'égalité suivante pour tout P G J-{M) et toute réduction mp de m à P 

deg(mp) = Hp{igy)yçv)- 



Démonstration. — Soit P G J-{M). La proposition 17.31 montre qu'il existe une réduction 
{£p,6p,t) de m h P tel que le P-torseur £p est défini par des données de recollement p„ G 
P{{zy)){K) OÙ pour tout u G F on a G Pi,G'[[z„]]. Donc pour tout caractère p G X*{P), 
la famille {fJ-{pv))vev est une donnée de recollement pour le fibré en droites fi{£p). On vérifie 
l'égalité 

deg(^(£p)) = ^ val^(^(p^)) = ^(iJp((g„)„6y)), 

d'oii le résultat. □ 

7.6. Description adélique des fibres de Hitchin. — 

On poursuit avec les notations des paragraphes précédents hormis V qui désigne maintenant 
l'ensemble de tous les points fermés de C. Soit F le corps des fonctions de la courbe G. Soit Ç G 
et (a,t) G A{k). 

Définition 7.6. — Soit ^(a,t) l'ensemble des couples {X, {gy)y^v) qui vérifient 
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1. X est un élément semi-simple G-régulier de q{F) dont la caractéristique x(^) sst égale à la 
restriction de a au point générique de C ; 

2. pour tout V € V, l'élément gy appartient à G{{zy)){k) / G[[zy]]{k) et vérifie les trois conditions 
suivantes 

(a) pour tout v £ V en dehors d'un ensemble fini est la classe triviale ; 

(b) Ad(g-i)Xez-'^"0[[^„]](fc); 

(c) la caractéristique x{t) est égale à la réduction modulo Zqo de xi^) \ 

Remarque. — La condition 2.(b) implique que la restriction de x(X) à Spec(fc((zoo)) appartient 
à car[[zoo]](fc)- Donc 2.(c) fait sens. 

Soit ta e t''''8[[2;oo]](fc) l'unique relèvement de t tel que xi^a) soit égal à la restriction de a à 
Spec(fc[[zoo]]) (cf. proposition [3111). Soit M G £ tel que {a,t) G Xg (-^A/^ci^fc)) (cf. proposition l3.4p . 

Définition 7.7. — Soit X^^ l'ensemble des couples {X, {gv)v£v) dans X(^a.t) qui vérifient 

1. (bis) X est un élément semi-simple elliptique G-régulier de m(F) qui est conjugué par un 
élément de M{{zoo)){k) à ta ; 

2. (d) la projection de ^ sur o^^ appartient à la projection sur a^^ de l'enveloppe convexe des 

points 

-Hp{{g^)y(iv) = - ^ Hp{gy). 

Pour tout S G G{F) et tout couple {X, {gv)v£v) dans <^(a,t) le couple {Ad{6)X, {6gv)vszv) 
appartient aussi à Xça.t)- On en déduit une action à gauche de G{F) sur Xça,t)- L'action de M (F) 
qui s'en déduit préserve X^^ Les condition 1. (bis) et 2. (d) ci-dessus sont préservées par l'action 
de M{F) : c'est trivial pour la première condition et la seconde résulte de l'égalité 

Hp{{mgy)yçv) = Hp{{gy)yçv) 
pour tout m G M{F). (Plus précisément, on a, pour tout /i G X*(P) et tout m G M{F), 

n{Hp{{mgy)y(zv)) = ^(iîp((g„)„6y)) - ^ val^(/i(m)) 

et la somme sur V est nulle par la formule du produit.) 

Lorsqu'un groupe G abstrait agit à gauche sur un ensemble X^ on note 

(7.2) [G\X] 

le groupoïde quotient dont l'ensemble des objets est X et, pour tous objets x et x' dans X' , 
l'ensemble des morphismes de x vers x' est l'ensemble des g £ G tels que g ■ x = x' . 

Proposition 7.8. — La construction de la proposition y ■ 1\ induit une équivalence de catégories 
entre le groupoïde quotient [M{F)\X^^^ et la fibre {a,t). 

Démonstration. — Soit m = {£,6,t) G M^{k) tel que /(m) = (a,t). Comme le corps k est 
algébriquement clos, le G-torseur £ admet une trivialisation générique (cf. lemme [4TT|l . On en fixe 
une et on en déduit une trivialisation générique de AdoiS), donc un élément X G 3{F) image de 
6 par cette trivialisation. Soit Y un élément semi-simple, G-régulier et elliptique dans m{F) tel 
que 

- xciY) est égal à a,, la restriction de a au point générique 77 de G ; 

- Y est conjugué à ta par un élément de M((zoo))(fc). 
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Un tel Y existe (cf. corollaire l3.9p . Il résulte du lemme [ÏÏ^ que X et y sont conjugués sous G{F). 
Quitte à changer la trivialisation de £, on peut et on va supposer qu'on a, X = Y. 

Un choix de trivialisations de £ sur les voisinages formels Spec(fc[[zi,]]) donnent des éléments 
de G{{zy)) par la construction de la proposition 17. Il La classe de modulo G[[2:„]] ne dépend pas 
de ce choix. On obtient ainsi un couple {X, {gv)vev) dans Xç^j.-^ qui vérifie en outre la condition 
1 . (bis) de la définition 17.61 En utilisant la proposition 17.31 et le fait que la trivialisation générique 
considérée s'étend à un ouvert de C, on voit qu'on a 

deg (mp) = Hp(g^) 

pour tout P G P{À4). Par la proposition 15.81 la condition de ^-semi-stabilité se traduit par la 
condition 2.(d) de la définition 17.61 Ainsi {X, {gy)y^v) appartient à '^^at)- laisse le soin au 
lecteur de vérifier que cette construction donne bien une équivalence de catégories comme annoncé. 

□ 



8 Critère valuatif : existence 

8.1. Soit Ç un élément quelconque de a^- Le but de cette section est de prouver la partie existence 
du critère valuatif de propreté pour le morphisme fi qui se résume au théorème suivant. 

Théorème 8.1. — Soit k une extension algébriquement close de k. Soit R un anneau de valuation 
discrète, complet et de corps résiduel n. Soit K le corps des fractions de R et K une clôture 
algébrique de K . 

Soit {a,t) e A{R) et soit mx G M.i(K) tel que finriK) = {a,t). 

Il existe une extension finie K' C K de K et m Çi À4i{R'), où R' est la clôture intégrale de R 
dans K' , tels que 

1. l'image de m dans Mi{K') est isomorphe à celle de niK ; 

2. f{m)^{a,t). 

La démonstration du théorème 18. Il va nous occuper jusqu'à la fin de cette section. 

8.2. Quelques mots sur la démonstration. — Dans [23 (§3 théorème), Langton a montré 
que le champ des fibrés vectoriels semi-stables sur une courbe projective et lisse satisfait la partie 
existence du critère valuatif de propreté. En adaptant les arguments de Langton, Nitsure (cf. [26] 
section 6) a démontré le théorème 18.11 dans le cas G = GL{n) et ^ = 0. Faltings a réussi à étendre 
cette démonstration à tout groupe G réductif dans le cas d'un corps de base de caractéristique 
et pour ^ = (cf. [H] théorème IL4) . Sa démonstration ne semble cependant pas s'étendre 
au cas d'un corps de base de caractéristique positive. Dans [H], Heinloth a démontré l'analogue 
du théorème de Langton pour le champ des G-torseurs sur une courbe projective et lisse sur un 
corps de base caractéristique nulle ou "pas trop petite" . Notre démonstration reprend en partie 
les arguments de Heinloth, eux-mêmes inspirés par ceux de Langton. 

Esquissons les grandes lignes de notre démonstration. Les notations sont celles du théorème 
18.11 Soit Ck et Ck, respectivement les fibres générique et spéciale de la courbe G Xk R sur R. 
Soit (a,t) G A(R) sur cette courbe et G A4i{K) un triplet de Hitchin ^-semi-stable au-dessus 
de Gk de caractéristique (a,t). Les énoncés d'existence qui suivent exigent parfois de remplacer 
K par une extension finie, ce qu'on ne rappelera pas à chaque fois. Un tel triplet tuk s'étend en 
un triplet mu sur toute la courbe Gu (cf. HSA^ . La fibre spéciale m„ du prolongement n'est pas 
nécessairement ^-semi-stable. Cependant, on peut choisir le prolongement mp de sorte que la fibre 
spéciale soit le moins "^-instable" possible, ce par quoi on entend que la distance d de ^ au 
convexe Cm^ défini à la section [5]) est minimale (cf. ij8.7p . Si elle est nulle, est Ç-semi-stable. 
Sinon, il existe Q un sous-groupe parabolique maximal de G tel que la face de Cm^ associée à 
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Q contienne le point où cette distance est réalisée (cf. ^8. 8p . Le prolongement m^j est donné par 
des "données de recollement" (cf. ij8.131 le résultat de y joue un rôle crucial et nécessite la 
réduction au cas semi-simple du i i8.5p . En conjuguant ces données par un ii'-point convenable du 
centre de Q, on obtient un autre triplet to^ qui est en fibre générique isomorphe à mpc et dont la 
face de Cm' associé au sous-groupe parabolique opposé à Q est égale à la face de Cm„ associé 
à Q. Par minimalité de d, cela force le convexe Cm' à être dégénéré : les faces de Cm' associés à 
Q et sont dans le même hyperplan afRne. Mais cela implique que la réduction à Q de m^^ se 
relève en une réduction à Q du triplet mji/ÇT^y £ A4{R/ (tt)'^) déduit de mu par le changement 
de base R — > R/{tt)'^ où (tt) C R est l'idéal maximal. On peut réitérer ce processus en changeant 
de i^T-point du centre de Q (cf. §8. 16p . On obtient alors une réduction de m à Q sur le complété 
formel lim C Xk -R/tt". Par un théorème de Grothendieck, cette réduction à Q s'algébrise et cela 
contredit alors la Ç-stabilité de uik (cf. i^S.lTp . 

8.3. On fixe désormais des objets R, k, K et K comme dans l'énoncé du théorème 18.11 Par le 
choix d'une uniformisante tt, on identifie R à l'anneau «[[tt]]. 

8.4. Le théorème 18.11 pour le cha mp Ai. — Montrons tout d'abord que le théorème 18.11 
vaut lorsqu'on remplace le champ par le champ A4 tout entier. C'est bien connu. Nous ne 
donnons un argument que par souci d'exhaustivité. On reprend les hypothèses du théorème 18.11 
excepté qu'on ne suppose pas le point mx G Ai{K) ^-semi-stable. Le point ttik s'explicite comme 
un triplet {£K,OKTt). Soit rj le point générique de Ck = C Xk K . Quitte à remplacer K par une 
extension finie, on peut et on va supposer que le torseur Sx est trivial au point 77 (cf. lemme HTTj) . 
Fixons donc une telle trivialisation : on en déduit une trivialisation de AdD{£) en 77 et donc un 
élément Y G q{F), où F est le corps des fonctions de Ck, qui est l'image de 9 par cette dernière 
trivialisation. Notons que xO^) est égal à la restriction de a à 77. 

Soit B l'anneau local du point fermé de Cu = C Xk Spec(iî) défini par l'idéal engendré par tt. 
C'est un anneau de valuation discrète de corps des fractions F. En prenant une section de Kostant 
(par exemple), on voit qu'il existe X £ 3{B) telle que x{^) — a|Spoc(B)- Puisque xi^) = x(X), 
le lemme 13.61 entraîne que, quitte à remplacer K par une extension finie, on peut supposer qu'il 
existe g G G{F) tel qu'on ait Ad{g)X = Y. On peut alors avec cet élément g e G{F) recoller le 
torseur £k et la section 9 avec le couple (G x^ B,X) sur Spec(iî). On obtient ainsi un couple 
{£jjt9jj) qui prolonge {£k,Ok) à un ouvert U de Cr qui contient tous les points de codimension 
^ 1. Mais tout G-torseur sur un tel ouvert U se prolonge de manière unique en un G-torseur sur 
Cn tout entier (cf. 13j théorème 6.13). On obtient un G-torscur £ sur Cji qui prolonge £x- Le 
flbré Ad£)(£) possède une section sur U à savoir 9u- Mais comme U contient tous les points de 
codimension ^ 1 et que AAd{£) est afhne sur G, cette section se prolonge de manière unique sur 
Cr (cf. [I8] corollaire 20.4.12). On a ainsi obtenu un couple {£,9). Les points x(^^)(ooi^) et x{i) 
sont deux points de cor(iî). Ils sont en fait égaux puisque leurs images dans car(i^) sont égales. 
Ainsi le couple {£,9) se complète en un triplet {£,9,t) £ Ai{R) d'où le théorème 18.11 pour A4. 

8.5. Réduction au cas semi-simple. — Dans ce paragraphe, on montre que le théorème 18. Il 
pour tout groupe semi-simple implique le théorème 18.11 pour tout groupe réductif . 

Soit G un groupe réductif connexe sur k d'algèbre de Lie g et T un sous-tore maximal. Soit 
Gdor le groupe dérivé de G et gdcr son algèbre de Lie. La décomposition 

S = gdor ® 3 

induit une décomposition 



(8.1) carc corcde, ©3 

Soit Ac le centre connexe de G et 3 son algèbre de Lie. Soit G' = G/Aq. C'est un groupe 
semi-simple d'algèbre de Lie g' = g/3 et qui admet T' = T/Aq comme sous-tore maximal. Le 
morphisme évident g ^ g' induit des isomorphismcs gdcr ^ g' et 

(8.2) catGder - carc ■ 
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La projection de carc sur cavc^^^ définie par (|8.ip composée avec l'isomorphisme (I8.2p et le 
morphisme évident t — > t' = t/3 induisent un morphisme Ag — > Ag'- La bijection évidente 
£^{T) — > C-^ (T') est compatible à la décomposition de la proposition 13.41 

Soit S un /c-schéma affine et m = {£,9,t) G A^g('5')- Soit £' le G'-torseur obtenu lorsqu'on 
pousse £ par le morphisme G ^ G' . La section poussée par le morphisme g — > g' fournit une 
section 0' de Ad£i(i?')- ^^it l'image de t par le morphisme t — > t' = t/j. Le triplet m! = (£', 6*', i') 
appartient à A^s'l-S*). On obtient ainsi un morphisme M.g ^ -Mg' qui à m associe m'. Il s'inscrit 
dans le diagramme commutatif 



Mg ^ Mg' 

fa fc' 

Y Y 

Ag ^ Ag' 

En utilisant le morphisme P ~> P/Ag, il est clair que toute réduction de m à un sous-groupe 
parabolique P donne naturellement une réduction de m! à P/Ag- Si 5* est le spectre d'un corps, 
on obtient ainsi une bijection naturelle entre les réductions de m et celles de m! compatible à la 
bijection T'^iT) — + J-'^ {T'). Le morphisme surjectif évident Ot — > Qt' induit un isomorphisme 
tty ~ ttT' • Il est alors évident sur les définitions que le point m est Ç-semi-stable si et seulement si 
m' est ^''-semi-stable, 011 est la projection de Ç sur a^. 

Revenons à la situation du théorème 18.11 Soit {a,t) G Ag{R) et niK — {£K,()K,t) £ -^ci-^) 
tel que /gCtik) = {a,t). Soit m'j^ — {£'j^,9'j^,t') G J^q,{K) image de ttik par le morphisme 
Mg M.G' ■ Soit {a',t') — /^'(m'^). Le point {a',t') appartient à AG'iR) puisque c'est l'image 
de (a,t). Le théorème 18.11 pour le groupe semi-simple G' implique que, quitte à changer K par 
une extension finie K' dans K et R par sa clôture intégrale dans K' , on peut supposer que se 

prolonge en un triplet m' = {£',9',t') G Mq,{R) qui prolonge niK- Quitte de nouveau à changer K 
et R comme ci-dessus, on peut supposer que le G'-torseur £' est trivial sur le spectre de B l'anneau 
local du point de Cr défini par (tt) (cf. [TJ théorème 2). Fixons une telle trivialisation. On en déduit 
une triviahsation de AdD{£') sur Spec(iî) ; celle-ci envoie 9' sur un point Y' G g'(-B) — Qder{B) 
tel que XG'(^) 

— '^|Spcc(i5)' écrivant fl|spcc(_B) — ^|Spcc(_B) ® ^ avec Z G 3(-^) suivant (|8.ip 
et (|8.2p . on obtient un point F = F' + Z G q{B). Toute trivialisation de £k sur un ouvert U de 
Ck donne des trivialisations de et Ad£)(f^) sur le même ouvert ainsi que des points X et X' 
sections respectives de g x ^ [/ et q' XkU qui se déduisent de 9 et 9' . La condition de recollement des 
triviahsations de {£',9') sur Spec(i3) et U se traduit par l'existence d'un élément g' G G' {F) tel 
que Ad{g')X' = Y' on F est le corps des fonctions de Cr. Tout relèvement g G G{F) de g' vérifie 
Ad{g)X = Y par construction de Y. Or l'obstruction à un tel relèvement vit dans H^{F, Ag)- 
Quitte à remplacer K par une extension, on peut supposer que cet ensemble est réduit à la classe 
triviale (cf. [27] chap. III §2) et donc qu'un tel relèvement existe. D'un tel relèvement, on déduit, 
comme au paragraphe 18. 4i un prolongement m = {£,9,t) G M.g{R) de itik- Par construction, 
l'image de (£, 0, t) dans M.g' [R) coïncide avec m! sur un ouvert de Cr qui contient tous les points 
de codimension ^ 1. Par un argument déjà évoqué au paragraphe l8.4[ l'image de {£,9,t) est donc 

(isomorphe à) m'. Il s'ensuit qu'on a m G J^q{R) comme voulu. 

8.6. Les points rriK, ia,t) et (â,ï). — Désormais et ce jusqu'à la fin de la preuve du théorème 
18.11 on suppose que G est semi-simple. On se place sous les hypothèses du théorème 18.11 Soit 
{a,t) G A{R) et soit uik G M^{K) tel que f{mK) = {a,,t). Soit (â,f) G A{k) le point déduit de 
{a,t) par le changement de base Spec(K) Spec(iî). 

8.7. Le réel d et le point m = {£,9,t) G A4{R). — Pour toute extension K' C K de degré 
fini sur K, soit rriK' £ M^{K') déduit de ttik par le changement de base Spec(X') Spec{K). 
Soit R' la clôture intégrale R dans K'. Soit mR> G À4{R') un prolongement de m^' à G Xj. R'. 
L'anneau R' est un anneau de valuation discrète de corps résiduel n. Soit le point de A4{k) 
déduit de turi par le changement de base Spec(K) Spec(iî'). Soit 
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la distance de ^ au convexe Cm^ (cf ■ 15. 5p . 

Lemme 8.2. — L'ensemble des réels d{Cm^,C) pour tous R' et mj^j comme ci-dessus admet un 
plus petit élément. 

Démonstration. — Cet ensemble est non vide (cf. ^SA^ et minoré par 0. Il est même discret 
et fermé dans ar puisqu'inclus dans l'ensemble des distances de ^ aux sous-espaces X + + ac 
pour X G X^{Q) et Q E T (cf. corollaire 16. 12p . Il contient donc sa borne inférieure. □ 

Soit d ^ le plus petit élément de l'ensemble considéré dans le lemme \8l2\ Quitte à remplacer 
K par une extension finie, on peut et on va supposer qu'il existe 

m = {£,6,t) e M{R) 

dont l'image dans M{K) est le point rriK de départ et telle que la distance de Ç au convexe Cm^ 
soit d, 011 ttIk g M.{k) est l'image de m. Dans toute la suite, on fixe un tel m. 

Comme m est ^-semi-stable sur Ck, il sera ^-semi-stable si et seulement s'il l'est aussi sur C^. 
On a donc les équivalences suivantes : 

m G M^{R) ^ TO„ G M^{k) <^ d = 0. 

Ainsi le théorème lS.ll est vrai pour le point si et seulement si d = 0. Dans la suite, on suppose 
qu'on a 

d > 

et on va montrer qu'on aboutit à une contradiction. 

8.8. Le sous-groupe de Levi L et les sous-groupes paraboliques Qo et Q. — Soit L £ C 
tel que f{m^) G XGi^L,c\\{n)) (cf. proposition 13.4p . Soit g le Ç-point de Harder-Narasimhan de 
rriK. D'après la proposition l6.11[ il existe un sous-groupe parabolique Qq G J-{L) tel qu'on ait 

- ^ - ^? e n ; 

- g appartient au sous-espace affine 

- àeg{m^^Q„) + . 

où rrifi^Qg est une réduction de to^ à Qg (ici qg — {0} puisque G est semi-simple). Par hypothèse, 
la distance de g k Cm^ n'est pas nulle ; le sous-groupe parabolique Qo est donc propre. Dans 
toute la suite on fixe Q G T{Qq) maximal parmi les sous-groupes paraboliques propres de G qui 
contiennent Qo- Soit Q~ le sous-groupe parabolique opposé à Q, au sens oh n Q est l'unique 
facteur de Levi de Q qui contient T. 

8.9. Quelques notations : V , ir.v, Jr.v etc. — Soit V est un ensemble fini de points fermés 
de Ck, qui contient le support du diviseur 

Dt, ^ D Xk K = y^^dj;V 

vev 

ainsi que le point oo^. Soit CX — — V et k[C^] l'algèbre des fonctions régulières sur CX ■ On 
reprend les notations de la section [7] en particulier le diagramme (|7.ip pour la courbe = C k, 
où sont définis les morphismes jA, iA,v etc. pour tout point v ÇiV et toute K-algèbre. 

8.10. Le point ta- — Soit ta l'unique point de t'-^""s[[2;oo]](-R) qui vérifie les deux assertions 
suivantes : 

- la réduction modulo de ta est le point t G t'-^" ^'^^ {R) ; 

L'existence et l'unicité de ta résulte du fait que x induit un morphisme étale de t'^"''°8 sur c'-^"''°s. 
Soit 

ïaet«-^'=S[[Zoo]](K) 
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la réduction modulo tt de ioo- Notons qu'on a, ta — ta où ta est l'unique point de t*^ ''''8;[J2;oo]](k) 
de réduction t et de caractéristique â. 

8.11. Trivialisation de m sur un ouvert de la fibre spéciale. — Soit = {S^, O^^t) G AA{k) 
le point déduit de m par le changement de base Spec(K) — > Spec(iî). On a le lemme suivant. 

Lemme 8.3. — Quitte à rajouter un nombre fini de points à V , on est dans la situation suivante. 
Il existe une trivialisation du G-torseur j*{£K.) sur 

telle que l 'isomorphisme de schémas en groupes qui s 'en déduit 

satisfasse la condition : l'élément di^ij^^O), où di^ est le morphisme dérivé de Lk, vérifie : 

1. dLi^{j*9) appartient à [(k[CJ]); 

2. dLfi{j*9) est conjugué à t^o par un élément de l G L((zoo))('î)- 

Démonstration. — Soit F est le corps des fonctions de C^. Comme k est algébriquement clos, le 
G-torseur est trivial au point générique de G^ (cf. lemme HTT]) . Par le choix d'une trivialisation, 
on obtient aussi une trivialisation générique de Ad£)(f„) qui envoie 6 sur un certain élément 
X G 2{F). Soit (â,ï) = f{m^). Cet élément appartient à AL,ei\{K) d'après la définition de L (cf. 
ijS.Sp . D'après le corollaire 13.91 il existe X' semi-simple et G-régulier dans [{F) et l e L{{zoo)){n) 
tel que 

(A) xg{X') = â|Spoc(F) ; 

(B) M{l)X' ^t^. 

Notons qu'on a xg{X) = xg{X') par définition de â. Le lemme [3^ implique que, quitte à 
changer la triviahsation générique de f^, on peut supposer que X vérifie les conditions (A) et (B) 
ci-dessus. 

On obtient alors le lemme puisque toute trivialisation générique de s'étend à un ouvert de 
Gk et que l'élément X lui aussi se prolonge à un ouvert. 

□ 



8.12. Trivialisation de m sur des disques formels de la fibre spéciale. — Dans la suite, 
on fixe une trivialisation 



(8.3) : j:(5«)^GxfeG, 



V 



qui vérifie les conditions du lemme 187 
Pour tout V ÇzV soit 

(8.4) : i^Jf,) ^ G «[[z,]]. 

un isomorphisme G-équivariant. Un tel isomorphisme existe. En effet, cela revient à se donner une 
section du torseur i* ^(é^^) au-dessus de Spec(K[[2;„]]). Une telle section existe au moins au-dessus 
du point spécial et, par lissité, elle se prolonge à Spec(K[[2;„]]). 

Lemme 8.4. — On peut choisir les trivialisations a^.v de sorte le triplet 

(8.5) {X,{g,),evJ) 

associé au point = (f^j^mï) G M{k) et aux trivialisations (aK^t,,/?^) par la bijection de la 
proposition \ 7. 1\ satisfasse les conditions suivantes : 

1. gy e Q((z„))(k) ; 
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3. goo e L{{z^)){k). 
Démonstration. — Quel que soit le choix de on a 

gy G G'((z„))(k). 

La décomposition d'Iwasawa 

G((z.))(Ac) = g((z„))(Aî)-G[[z„]](K) 

montre qu'on peut toujours modifier a„_„ de sorte qu'on ait 

(8.6) g, G Q((z„))(k) 

d'où l'assertion 1. 
On a 

Ad{g^)-'X £q[[z^]]{k). 

L'élément x(^), après changement de base à Spec(fc[[zoo]]), appartient à car[[zoo]]('î) et sa réduction 
modulo Zoo coïncide avec celle de x(too)- Comme x est étale au-dessus de car''°s, on a 

xiAdig^r'x) = xiX) = x(îoo). 



Le lemme [8T5l ci-dessous montre qu'on peut modifier 0^,00 de sorte qu'on ait 

(8.7) Ad(5oo)"'^ = ïoo. 

Mais d'après le lemme [831 X et too sont conjugués sous L{{zoc)){k). Il s'ensuit qu'on a (joc € 

i((2oo))(«;). ' □ 

Lemme 8.5. — Soit Y G g[[zoo]](iî) tel que Xg{Y) = xdta)- H existe g G G[[zoo]](iî) tel que 
Ad(g)r = ta. 

Le même énoncé vaut lorsqu 'on remplace R par k et ta par ta ■ 

Démonstration. — Soit T le iî[[zoo]]-schéma défini pour toute iî[[zoo]]-algèbre B par 

T{B)^{heG{B) I Ad(h)iY)^ta}. 

Montrons que le schéma T est lisse sur Spec(iî[[zoo]]). Notons tout d'abord que les centrali- 
sateurs de Y et ta dans G Xk -R[[2:oo]] sont des sous-schémas en tores : cela résulte du fait que 
6*00 G t'-^""s(iî[[zoo]]) et xoita) — Xg{Y)- Par conséquent, localement pour la topologie étale, 
ces centralisateurs sont conjugués. Comme Y et ta ont même caractéristique, ces éléments sont 
localement conjugués pour la topologie étale. Ainsi le schéma T a localement des sections pour la 
topologie étale. C'est donc un torseur sous le schéma en tores T Xfc iî[[zoo]]. H est donc lisse. 
D'après le lemme p.6p . le schéma T Xfl.[[^^]] k possède des sections. Par lissité de T sur ^[[zoo]] 
et par complétude de iî[[zoo]] — K[[7r,Zoo]], cette section se relève en une section h G G[[zoo]](^) 
de T. 

La seconde assertion se démontre de la même façon. 

□ 

8.13. Trivialisation admissibles de {£, 6, t). — Désormais on fixe des trivialisations («K,?;, /?«) 
de m« qui satisfont les lemmes [53] et [HH Soit C^ = C^ x^R. Soit R[C^] = k[C^] ®„ R. ^ 

Définition 8.6. — Une trivialisation admissible de m = {£,9,t) est la donnée d'isomorphismes 
G-équivariants 

(8.8) (3r : j*ji£ ^GxkRlC'']. 
et pour tout v V 

(8.9) aR^ : i*ji^,£ ^ G Xk R[[z,]] 
qui satisfont les conditions suivantes 
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1. l'isomorphisme Pfi se spécialise en l'isomorphisnie /?„ de (j8.3p ; 

2. l'isomorphisme a^^^ se spécialise en l'isomorphisme q;k„ de ()8.4p ; 

3. aiî,oo(îî{,oo^) = ^a- 

Remarque. — Soit (X, , t) le triplet associé à m ë A^(iî) et aux trivialisations [8?8l et 

18.91 par la proposition 17. Il Alors ces trivialisations forment une trivialisation admissible de m si et 
seulement si 

- la réduction modulo tt du triplet {X, ((7i,)^gy,t) est le triplet {X, (5„)„gy,t) défini en (|8.5p . 

- Aà^gooT^X ^ ta. 

Lemme 8.7. — Quitte à remplacer K par une extension finie et R par sa clôture intégrale dans 
cette extension, on peut supposer qu'il existe des trivialisations admissibles de {£,9,t). 

Démonstration. — Quitte à remplacer K par une extension finie, on peut et on va supposer 
que j'^S est trivial sur (comme G est semi-simple c'est possible par le théorème 3 de [E]). Le 
torseur j'^E possède donc des sections au-dessus de C^. On en déduit un isomorphisme comme 
en (|8.8|) . Quitte à translater cette section par un élément de G{k[C^]), on peut supposer que (Jr 
satisfait la condition 1 ci-dessus. 

Soit V & V. En utilisant la lissité de £ sur Cr, on voit que le torseur ^£ possède des sections 
sur Spec(iî[[2;„]]). On en déduit des isomorphismes aR^y comme en (|8.9p . Comme précédemment, 
on se ramène au cas oii aR^y satisfait la condition 2. 

Par la proposition l7.ll on déduit des trivialisations Pr^ et ur^v un triplet {X, , comme 

ci-dessus. Soit 

Y = Adig^')X. 

C'est un élément de ^[[zoolK-R) qui vérifie Xg{Y) = xg{X) — xcita)- Le lemme 1831 montre que 
Y et ta sont conjugués sous G[[2;oo]](-R)- Cela permet de conclure. 

□ 

8.14. Sous-groupes unipotents. — Soit = <î>^'' et — <i>^'' les ensembles respectifs de 
racines de T dans les radicaux unipotents Nq et Nq- . La composante neutre Aq du centre de Q 
est un tore de dimension 1. Soit 

(8.10) A : G„ -> Aq 

l'unique isomorphisme qui vérifie a(A) > pour tout a G Pour tout entier i > 0, soit 

$+ = {a e $+ I a(A) = i} 

et 

$7 = -$+ 

en notation additive. 

Pour tout a G $+ U <i>~, soit Na le sous-groupe unipotent associé et C,a : Ga — > Na le groupe 
à un paramètre additif associé à a. Pour tout entier z > 0, soit N~ le sous-groupe unipotent 
engendré par les sous-groupes N^ tels que a(A) ^ —i. On obtient ainsi une suite décroissante de 
sous-groupes unipotents 

. . . C TVr c . . . C TVf = TVq- 

et pour i assez grand on a 

N- = {1}. 

On vérifie la relation suivante sur les commutateurs 

[N,,Nj]çiN,+,. 
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8.15. Condition auxiliaire sur V. — Commençons par le lemme suivant. 

Lemme 8.8. — Il existe Vq un ensemble fini non vide de points fermés de tel que pour toute 
T(Ck — Vb, Oc,^)- algèbre B et tout entier i 1, l'application de N~{B) dans n^{B) définie par 

n e Nr{B) ^ Ad{n-^)X - X 

est bijective. 

Démonstration. — Soit F le corps des fonctions de Cx^k. On laisse au lecteur le soin de prouver 
que le morphisme n i— > Ad{n^^)X — X induit un isomorphisme de N~ Xk F sur n~ . Il se 

prolonge donc en un isomorphisme à un ouvert de Zariski de complémentaire d'un ensemble 
fini Vo- Le lemme s'en déduit. □ 

Quitte à agrandir V, on suppose dans la suite que V contient l'ensemble fini Vq donné par le 
lemme [ 



8.16. Constructions de certaines trivialisations admissibles. — Soit r le plus petit multiple 
commun des entiers i tels que $^ ^ 0. Soit R' — R[n~] et K' le corps des fractions de R'. Pour 
tout entier j soit Zj G Aq{K') défini par 

= A(7r-) 

oil A est l'isomorphisme Gm Aq défini en (|8.I0p . 

Soit iPB^A'^B,v)v£v) une trivialisation admissible de m = {£,0,t) (cf. définition 18.6p . Soit 
{X, {gv)vev jt) le triplet qui s'en déduit par la proposition 17. Il 

Définition 8.9. — Soit 

jX/3fl,(aiî,^)) eNU{oo} 

la borne supérieure de l'ensemble des entiers j G N qui vérifient 

1. Ad{zj)X G s{R'[C^]) 

2. pour tout w G F, 

z,g,z-' G G((z„))(iî'). 

Proposition 8.10. — Pour tout entier j G il existe une trivialisation admissible {o:R_v)y£v) 
de m = {£, 0, t) telle que 



Démonstration. — Supposons la proposition mise en défaut. Soit j G N le plus petit entier tel 
que 

pour toute trivialisation admissible {Pr, {c(iî,v)vev) de m. Comme on a X G [(k[C^]) et (jy G 
Q((z„))(k) (cf. assertion 1 du lemme et assertion I du lemme . on a 

Soit {Pr, {c(r^v)vi£v) une trivialisation admissible de m telle que 

J = j{PR,{aR,v))- 
Soit (X, {gv)v£V, t) le triplet qui s'en déduit par la proposition 17. Il 

Soit val^ la valuation de R normalisée par val^(7r) = 1. Cette valuation s'étend à iî' et à 
R'[C^] de manière évidente. Pour tout a G le fc-espace vectoriel est de dimension 1. Pour 
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tout vecteur € na{R'[C^]), soit ysIt^^Xo) la valuation du coefficient de X^ sur un vecteur non 
nul de na{k). 

Suivant la décomposition en espaces propres sous Aq 

(©ae$±nQ) © mg 

on écrit 

(8.11) ^= Y. Xo^ + Xmq. 

Comme la réduction modulo tt de X est X qui appartient à [(k[C^]), on a 

(8.12) val(X„) ^ 1 

pour tout a S De plus, la réduction modulo tt de Xmq est X. 
On a aussi la décomposition 

kà{zj)X= tt'^Xo^+Xmq- 

Par la condition 1 de la définition 18.91 on a pour tout a G 

(8.13) Z^+val,(X,) ^0. 

r 

Pour a e $+, cette inégalité est stricte. 

Lemme 8.11. — Il existe une trivialisation admissible {Pr^ {Q:R^v)vev) de m pour laquelle 

- l'inégalité ^8.13\) est stricte pour tout a G $~. 

Démonstration. — Partons d'une trivialisation admissible {Pr, {ctR,v)v£v) de m pour laquelle 
il existe a e tel que 

(8.14) J^+vaU(X„) = 0. 

r 

Soit i le plus petit entier tel qu'il existe a e "I>,^ qui vérifie l'égalité (|8.14p . Soit 

Y ^ kà{zj)X eQ{R'[C^]) 

et Y la réduction modulo tt^ de Y . Alors Y appartient a. X + n~ {k[C^]). D'après le lemme 
il existe ru € N~ {n[C^]) tel que 

(8.15) Aà{n-^)X^Y. 

Pour tout a G soit G «[C*^] et G A^,^j^(k[C^]) tels qu'on ait 

(8.16) rii = Ui+in 



= n Ca('«a). 



avec 

n 

Comme Ui+i est un élément de N~j_-^{n[C^]), on a 



Ad(nr^\)^GX + nr^i(«[C^]). 
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En comparant avec (|8.15p et (|8.16p . on obtient 

(8.17) Ad(n)F G X + nr^,(K[C^]). 

Remarquons que 



Y\ Cai-r^'"- Ua) 



appartient à Ni{R[C^]) et que sa réduction modulo tt est triviale. En effet, par hypothèse, il existe 
a G $~ tel que l'égalité (|8.14p soit vraie. On a donc par (I8.12p 

^^_M^^vaW(XjeN*. 
r r 

Le triplet {Ad{zJ^nZj)X, {zj^nzjgv)v(zv,t) définit par la bijection de la proposition 17.11 une 
trivialisation de m de la forme (/5^, (a^ ^)t,gv) qui est encore admissible. Il est clair sur la définition 
18.91 qu'on a i(/3^, (a'^„)^gy) ^ j (par maximalité de j on a même égalité). Quitte à remplacer 
{f3ii, {aji^y)yçv) par {P'rj (.ci'r v)vev)j et vu (|8.17p on se ramène au cas où Y appartient k X + 
n~^i(t[C^]). Par récurrence, on peut même supposer qu'on aY = X. Mais alors l'inégalité 18. 131 
est stricte. □ 

Soit {(3r, (Q!iî,u)uGv) une trivialisation admissible de m qui satisfait les conclusions du lemme 
18.111 Soit (X, {gv)vev, t) le triplet qui s'en déduit par la proposition 17. Il On a donc 

(8.18) min ( - ^ val,(X„)) > j. 

On notera que, par définition de r, le premier membre de cet inégalité est un entier. 

Soit V G V et By l'anneau déduit de R{{zy)) par localisation en l'idéal premier engendré par tt. 
C'est un anneau de valuation discrète de corps résiduel «((z^,)). On note encore val^ la valuation 
normalisée par val7r(7r) = 1. Le point g„ 6 G{{zv)){R) induit alors un morphisme du trait Spec(-Bt,) 
dans G. Comme la réduction modulo tt de gy est gy et que l'on a gy Ç Q{{zy)){K) (cf. l. (|8.6p ). 
l'image du point spécial par ce morphisme appartient à l'ouvert NqMqNq- . Il s'ensuit que l'image 
du trait entier est dans l'ouvert NqMqNq- . Il existe donc Xy G MQ{By) et ba,y 6 By tels que 
pour tout a £ on ait 

(8.19) gy^{ Y[ Ca(6a,.)) -X, • ( Y[ Ca{ba,v)). 

Soit Xy € AlQ{{zy)){K) la réduction modulo tt de Puisque la réduction gy de gy modulo tt 
appartient à (3((z^))(k), on a val^(6Q_t,) ^ 1 pour a G et 

(8.20) gy G XyNQ{{Zy)){K.). 

On a 

(8.21) = ( Y[ CaiTr^^~^ba^v)) ■ Xy ■ { Ca (tT^"^ 6a,i,)) 

et cet élément appartient à G{{zy)){R') par définition de j. On a donc pour tout a G 'I'^ 

(8.22) +vaU(6„ J ^ 0. 

r 

L'inégalité (|8.22p est stricte pour a G 

Lemme 8.12. — // existe une trivialisation admissible {Pr, (a/î,t>)uev) de m pour laquelle 
i- 3 jiif3R,{aR,v)vGv)) ; 
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2. l'inégalité \8.18\) est satisfaite; 

3. l'inégalité \8. 22\) est stricte pour tout a E 

Démonstration. — Soit {Pu, {'^R.v)v£v) une trivialisation admissible de m qui satisfait les 
conclusions du lemme [5.111 donc les deux premières assertions. Soit {X, {gy)yçy ,t) le triplet qui 
s'en déduit par la proposition l7.ll On reprend les notations utilisées ci-dessus, en particulier aux 
lignes (jgl^ et ([gio)) . Soit 

hy = ZjgyZ]-^ G G{{Zy)){R[TTr]) 

et 

Lemme 8.13. — On a les assertions suivantes 

1. le triplet {Y, {hy)yçv ,t) est un triplet qui satisfait les conditions de la proposition \ 7. 1\ pour 
l 'anneau R' ; 

2. soit m' G M.{R') le point associé à ce triplet par la proposition \7. 1\ Alors, après changement 
de base à K' , les points m! et m deviennent isomorphes. 

Démonstration. — Pour l'assertion 1, il s'agit de vérifier que le triplet {Y, (hy)y^Y,t) satisfait 
les conditions suivantes : 

- yG0(iî'[cn); 

- pour tout V eV, l'élément hy € G{{zy))(R') et vérifie 

Ad{hy')Y eZy''^g[[zy]]{R') ; 

- t est un élément de f^^{R') dont la caractéristique xit) est égale à la réduction modulo 
de xg{Y). 

La première condition et la relation hy G G{{zy)){R') résultent de la définition de j. On a donc 

Ad{h-')Y e b{{zv)){R'). 
En fait, on peut remplacer dans la relation précédente g{{zy)) par 0[[2;t)]] car on a d'une part 

Ad(/î-i)y = Ad(z,)(Ad(.g-i)X) 

et d'autre part 

Adig-')X eZy'-Qiizym). 

De même, la troisième relation est vérifiée puisque X et Y, étant conjugués, ont même ca- 
ractéristique que cette relation vaut X. 

Pour l'assertion 2 du lemme, on remarque qu'on a Zj G G{K') et on conclut à l'aide du corollaire 
[7:21 □ 

Lemme 8.14. — On poursuit avec les notations du lemme [8.13[ Soit G M{k) le point déduit 
de m' par le changement de base Spec(K) — > Spec(iî). On a alors les assertions suivantes : 

1. f{m') G ^L,cii('î) ; 

2. pour tout P G J^{L) et toute réduction m'^ p de m'^ à P , on a 

deg(m;;^,p) = Hp{{hy)y<zv) 

où hy G G{{zy)){K) est la réduction modulo tt"? de hy ; 

3. pour tout P G J'{L) tel que P Cl Q soit nii^ p une réduction de to„ à P et p_ une 
réduction de m!^ à P^ = {Mq H P)Nq- ; on a l'égalité 

deg(m'^_p-) = deg(TOK,p) 
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Démonstration. — Le triplet (Y, est la réduction modulo tt?^ du triplet {Y, {h-u)v,=v ,t). 

Par conséquent, le point m'^ se déduit du triplet (Y, (/ii,)„gy,t) par la bijection de la proposition 
17.11 L'inégalité (|8.18p implique que Y est égal à X défini en (|8.5p . Il s'ensuit que f{m'i^) — /(m^) 
et ce point appartient à Al,c\\{k) (cf. H8.8\\ d'où l'assertion 1. Rappelons que X G 1(k[C^]) est 
conjugué à ta par g^o € L{{zoo)){k) (cf. assertion 2 et 3 du lemme [8^ . L'assertion 2 résulte alors 
du corollaire 17.51 

Prouvons l'assertion 3. Soit P G J^iL) tel que P C Q. Soit P^ e J^{L) défini par P^ = 
{Mq n P)Nq- . On a donc G Q". De l'égalité ([8?2T|) et du fait que l'inégalité ([8?22ll est stricte 
pour a G $^ on déduit 

K e NQ^{{zv)){K)xy 

et 

Mais l'égalité (|8.20p implique aussi qu'on a 

deg(mK,p) = iîp((5t,)t,ey) = ffpnAfg ((St;)tiey)- 
Comme P n Mq = P^ D Mq, on a bien 

deg(m;,_p-) = deg(TO„,p) 

□ 

D'après les notations du paragraphe 18.81 et les équivalences de la proposition 16.111 g est le 
Ç-point de Harder-Narasimhan de et Qq est le sous-groupe parabolique de !F{L) qui vérifie 

(A) e - e e n ; 

(B) La projection de g sur appartient à la projection sur de l'enveloppe convexe des 
points — deg(mK,p) pour P G P{L) tel que P C Qo et rrii^^p une réduction de à P. 

L'assertion (B) ci-dessus et l'assertion 3 du lemme [8?T4l montrent que la projection de g sur al 
appartient à la projection sur a'f de l'enveloppe convexe des points — deg(TO'^ p_ ) pour P G J-^° (L) 
(avec les notations du lemme l8.14p . La proposition 15.81 implique alors que le point g appartient au 
convexe Cm' associé à m^. 

Il s'ensuit qu'on a l'inégalité suivante sur les distance 

d{Cm'^ , ^) ^ d{gm^ , = d{Crn^ , = d- 

Mais par définition de d (cf. H8.7\\ on a nécessairement égalité dans l'inégalité ci-dessus. Donc g est 
aussi le Ç-point de Harder-Narasimhan de to^. Comme — g € Oq^ Ha^î, le sous-groupe parabolique 
qui vérifie l'assertion 2 de la proposition 16.111 pour m'^ est nécessairement Qo- La projection de 
g sur a£ est donc égale à la projection sur a£ de l'enveloppe convexe des points — deg(r7i^ p) 
associés aux réductions m'^ p de aux sous-groupes P G V{M) tels que P C Qo- En particulier, 
la projection de g sur la droite Og égale au point — deg(m'^ g) où m'^ g est une réduction de mj. 
à Q (on a ac = {0} puisque G est semi- simple ) . L'assertion (B) implique par ailleurs que cette 
projection est égale à — deg(mK,Q). On a donc 

deg(m'^ g) = deg(m«:,Q) 

ce qui, combiné avec l'assertion 3 du lemme |8. 141 donne 

deg(m;g) = deg(m;g-). 

ou de manière équivalente par l'assertion 2 du lemme [5.141 

(8-23) Hq- {Chv)vev) = HQ{{h„)„ev)- 
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Le lemme [8.151 ci-dessous implique alors que pour tout v £V, on a 

(8.24) K e Mq{{z,)){k)G[[zM 

Considérons d'abord le point v = cx)^. Par la condition 3 qui définit une trivialisation admis- 
sible, on a Ad{g^)X = ta, d'où l'on tire 

L'inégalité (|8.18p implique qu'on a,Y = X. En réduisant modulo tt ^ l'inégalité ci-dessus, on obtient 

Mais X et ta sont conjugués par g L{{zoo){k) (cf. assertion 3 du lemme [5^ On a donc aussi 
hoo £ L{{zoo)){k). Par conséquent l'inégalité (|8.22p est stricte pour ti = oo„ et pour tout a G 

Supposons désormais v ^ oOk- Supposons aussi qu'il existe a G <i?~ tel que l'inégalité (|8.22p 
soit une égalité c'est-à-dire qu'on ait 

(8.25) :^^+vaU(6„„) = 0. 

r 

Soit i le plus entier tel qu'il existe a G qui vérifie l'égalité (|8.25p . On a donc 

(8.26) K £x,N,{{z,))iK). 
En comparant avec (|8.24p . on en déduit que 

(8.27) K &x^N,[[z^]]{k). 
Pour tout a G <&" soit Ua G ^[[zt,]] et 

tel qu'on ait 

Kn G XyNi + l[[Zy]]{K). 

Soit n' = zj^nzn. On a donc 
j 

n' = Ca(7r~Ua). 

L'égalité (I8.25P implique que ^ est un entier strictement positif. Par conséquent, n' appartient à 
Nq{[zv)){R) et sa réduction modulo tt est triviale. Quitte à remplacer par gyn' , on voit qu'on 
est ramené au cas oîi l'on a 

hv e Xi,iVi+i[[zi,]](/î) 

et par récurrence au cas oii = Xy. Mais, dans ce cas, l'inégalité (|8.22p est stricte pour tout 
A G Cela termine la démonstration du lemme [5. 121 □ 

Soit (/3iî, (Q!_R.t))uey) une trivialisation admissible de m qui vérifie les conditions du lemme [8. 121 
Soit (X, (g«)i,gv,i) le triplet qui s'en déduit. Soit 

ji = min ( min ( — val^(X„)), min ( — val^{ba,v))) ■ 

C'est un entier qui vérifie j\ > j, 

Ad(zjjX G 0(iî[C^]) 

et pour tout v V 

Zn9vzj^^ G G{{z,)){R)- 
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C'est visiblement la contradiction recherchée et cela achève la démonstration de la proposition 

Eini 

□ 

Le lemme suivant a été utilisé dans la preuve précédente (preuve de la proposition 18.10)) . 

Lemme 8.15. — Soit Q e JF*^ un sous-groupe parabolique de G et son parabolique opposé. 
Pour tout V £ V, soit G G((z^))(/î). L'égalité 

(8.28) iÎQ((g„),ey) = Hq- ((.g„).„ey) 

entraîne que pour tout v £ V , il existe Xy G Mq((z„))(k) et fc„ G G'[[zt,]](K) tels que 

Démonstration. — Traitons d'abord le cas où ^ = {v} est un singleton. Pour alléger les 
notations, on omet l'indice v. Soit g G G{{z)){k). On va montrer que —HQ{g) + Hg-^g) est une 
somme à coefficients positifs de coracines dans Ag et que cette somme est nulle si et seulement 
si il existe m G Mq{{z)){k) et fc G G[[2:]](k) tels que g = mk. En utiHsant la décomposition 
d'Iwasawa x — mnk avec m G Mq{{z)){k), n G Nq{{z)){k) et k G G[[z]]{k), on voit qu'on se 
ramène à montrer l'assertion suivante : pour tout x G Nq{(z)){k,) on a 

Hq- (x) ^ 

et Hq-(x) = implique que x appartient à A^q[[2:]](/î). Pour toute racine a de T dans G soit (a 
un isomorphisme de Gq sur le groupe radiciel correspondant à la racine a. Soit x G Nq{{z)){k). 
Il existe une famille (ai)isji^n de racines de T dans Nq deux à deux distintes et des éléments 
Xi G k{{z)) tels que 

n 

X = ]^Cai(a;i) = Cad^l) ■ ■■Ca„{Xn)- 

i=l 

Si X appartient à 7Vq[[z]](k) on a Hq-[x) — 0. Supposons que x n'appartient pas à ^q[[^]]('î). Il 
existe donc i tel que val(a;i) < 0. Quitte à translater x à droite par un élément de iVQ[[z]](K), ce 
qui ne modifie pas la valeur de Hq-(x), on peut supposer val(a;„) < . Pour toute racine a et 
tout a G K,{{z)) de valuation strictement négative, on vérifie l'assertion suivante 

Ua)ea^{a)C-c.{a)G[[z]]{K). 

En utilisant cette relation pour a„ et on voit que pour tout 1 ^ i ^ 7i — 1, il existe x^ G k{{z)) 
tel que 

n-l 

Hq-{x) = HQ-ia'ixn) n U{<))- 

i=l 

En raisonnant par récurrence, on voit qu'il existe un entier 1 ^ ri' ^ n tel que pour tout 1 i ^ n' 
il existe 

- un élément yi G ii{{z)) tel que val(yi) < ; 

- une racine de T dans Nq 
tels que 

n 

HQ-{x)^HQ-{Y{pUyi))- 

i=l 

Soit la projection de (3i sur ag : c'est un vecteur non nul. On obtient donc 

n' 

HQ-{x)^-Y.^^^^y^)^^ 

i=l 
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ce qui montre que Hq- [x) est une combinaison à coefficients positifs d'éléments de Aq et même 
strictement positifs. Donc Hq- {x) est non nul. Cela conclut la preuve lorsque V est un singleton. 

Revenons au cas général d'un ensemble V fini non vide. On vient de voir que pour tout v ÇiV , 
la différence —HQ{gy) + Hq- (g^) est une combinaison à coefficients positifs d'éléments de Aq. 11 
s'ensuit que l'égalité (|8.28p est vraie si et seulement si pour tout v 

HQ{gv) ^ HQ-{gy). 

On est donc ramené au cas du singleton. □ 

8.17. Où l'on obtient la contradiction cherchée. — Pour tout entier n, soit 

iî„ = R/t:''R. 

Soit n un entier ^ 1. Soit {f3ji,aji^y) une trivialisation admissible de m qui vérifie 
(8.29) j{PR,aR,y)^n, 

(cf. proposition 18.101 Soit (X, (f;^,)!,^^, i) le triplet associé à m et à cette trivialisation par la 
proposition 17.11 Soit {Xn, {gn,v)vev,tn) le triplet qui s'en déduit par réduction modulo tt". Ce 
triplet vérifie les conditions suivantes : 

1. X„ eq(iî„[C^]); 

2. pour tout V eV, gn,v £ Q{(zv)){.Rn) ; 

3. Ad(f;„_oo)^^-''^n = ta,n 011 ia.n est la réduction modulo tt" de ta- 

De ce triplet, on déduit, par la proposition 17.11 appliquée au groupe Q, un triplet mQ_„ = 
(fQ,„, 6'q,„, i„) formé d'un Q-torseur fQ,„ sur 

Cn = C Xfc _R„, 

d'une section 0q,„ de Ad£)(fQ,„) tel que Xq{^ Q ,n{'X) r^)) — Xçitn)- En outre, ce triplet est une 
réduction à Q du point to„ G Ai{Rn) obtenu par changement de base à En- 

L'algorithme utilisée dans la preuve de la proposition 18. 101 consiste à conjuguer X (et trans- 
later à droite gy en conséquence), resp. translater à gauche g^,, par des éléments de la forme 
Caiua) OÙ Ua est uu élément de iî[C^], resp. de R{{zy)), de valuation 7r-adique ^ n de façon 
à obtenir un triplet (X' , {g'y)yçy ,t) associée à une trivialiation admissible dont le j associé est 
plus grand que n + 1. En particulier la réduction modulo tt" de {X' , {g^ jy^y ,t) est égale à 
{X„,{gn^y)yçv,t„). Soit (X„+i, (.g„+i,^)„gv,t„+i) la réduction modulo 7r"+^ de (X' , {g'y)yçv ,t)- 
Soit ruQ^n+i = (^Q.n+i, ^Q.n+i, ^n+i) la réductiou à Q de m„+i G ^A{Rn+l) qui s'en déduit comme 
plus haut. Le changement de base de mQ_„+i à C„ redonne iriQ n- 

Par récurrence, on obtient pour tout entier n une réduction = {£Q,n,OQ^n,tn) à Q du 

point m„ = {£n,On,tn) £ M{Rn) déduit de m £ M{R) par changement de base telle que l'image 
de m„_|_i dans A4{Rn) soit isomorphe à m„. Le morphisme Q-équivariant 

^Q.n ^ £Q,n ^'k Q — 

fournit par passage au quotient une section 

• ^ £n / Q • 

Lorsque n varie, les sections obtenues s'inscrivent dans un diagramme commutatif 

£nlQ ^ £n+l/Q 

A 

Cn ^ Cri+l 
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où les morphismes horizontaux sont les flèches canoniques de transition. Elles forment donc un 
système inductif à — ((T„)„^i. Soit 

C' = limC„ 

n 

et 

£7Q = limf„/Q. 

n 

Le système inductif à donne un élément, encore noté â, de 

Homspf(iî)(C',£:/Q). 

Comme Cb, est propre sur Spec(iî) et que EjQ est séparé et de type fini sur Spec(iî), on sait, 
d'après le théorème d'algébrisation des morphismes de Grothendieck (théorème 5.4.1 de [17]), que 
l'application de prolongement aux complétés 

Homspoc(/î)(C/î,é:/(9) Homspf(iî)(C',£:/(3) 

est une bijection. Il existe donc a G Homgpc(,(_R,)(C'fl,f/Q) qui s'envoie sur ô par la bijection ci- 
dessus. En utilisant de nouveau le théorème d'algébrisation, on voit que a est en fait une section 
de EjQ. Soit £q le Q-torseur au-dessus de C/j défini par 

Par construction, Eq est une réduction de f à Q. 
Soit ____ 

Ad^g) =limAdi5(£:Q,„). 

n 

Pour tout entier n ^ 1, la section 0„ de kAniEn) se factorise par la section 0q,„ de Ad£)(fQ^„). 
Par construction, les sections 0„ forment un système inductif et donc un élément noté de 

Homgpf (^) (C, Adi5 {Eq)). 

Par le théorème d'algébrisation déjà cité, on en déduit que d se factorise par une section Qq de 
kàu{EQ). 

Par construction, le réduction modulo tt" de xq(6'q )(oo^) est égale à xq(6'q „)(oojj,J = Xçitn)- 
Il s'ensuit qu'on a 

XQ(^Q)(oOiî) = XqW- 

Par conséquent le triplet mg — {Eq^dQ^t) est une réduction de m à Q. Soit mq^K et mg^K les 
réductions à Q de ttik et qui s'en déduisent par changement de base. Par platitude de Eq sur 
Cr, on a 

àegimq^K) = àeg{mq^^). 
Or TTiK est ^-semi-stable : on a donc 

Ce- àeg{mq^K) - +aQ + a?- 

Au paragraphe 18. 8i on a introduit le sous-groupe parabolique Qo C Q qui vérifie Ç — p G Oq^ et 
p e — deg(TOQ(,,K) -|- a^". On a donc 

Ç G - deg(mQ„,«) + a^^^ + a^°. 

Il s'ensuit qu'on a 

e e ( - deg(mQ^K) - +^+ a?) n ( - deg(mQ„,,) + + a^°). 

De l'égalité deg(mQ,if ) — deg(r7iQ ,5), on tire ( — +aq + a^) n (ag^ + a^") ^ 0. En projetant sur 
Qq, on trouve — +aQ fl ^ ce qui n'est pas : c'est la contradiction cherchée (cf. fin du H8.7p . 
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9 Séparation du morphisme 



9.1. Le but de cette section est de prouver le théorème suivant. 
Théorème 9.1. — Supposons G semi-simple. Pour tout ^ 6 ut, le morphisme 

/« : 

est séparé. 

Remarque. — L'énoncé et la démonstration du théorème 19.11 s'inspirent d'un théorème de 
Langton (cf. [53], §3 théorème). Faltings a donné une preuve du théorème 19.11 pour ^ = et 
lorsque le corps de base est de caractéristique nulle (cf. [Tïï| théorème II. 4). 

Dans toute la suite, on suppose G semi-simple. D'après le critère valuatif de séparation, il est 
équivalent de prouver l'énoncé suivant. 

Proposition 9.2. — Soit k une extension de k algébriquement close. Soit R un anneau de valua- 
tion discrète complet, de corps des fractions K et de corps résiduel k. Soit m et m' deux éléments 
de Ai^{R) et niji et m'j^ les éléments de À4^{K) qui s'en déduisent par changement de base. 
Supposons que ces objets satisfont les deux conditions suivantes : 

- fH^) = fHm'); 

- il existe un isomorphisme (pK ■ ^ ^k- 

Alors il existe un unique isomorphisme (j) : m' m qui prolonge 4>k. 

9.2. Où l'on se ramène à un problème sur un trait. — Dans toute la suite, soit deux triplets 
m = {£,e,t) et m' = {£',0\t) dans M^{R) tels que /^(m) = /^(m'). Soit tur = {£K,dK,t) et 
m' = {£'j^ , , t) les triplets de À4^{K) qui s'en déduisent par changement de base. Soit (j)K '■ 
m'j^ —> mji un isomorphisme. On note encore (j^K l'isomorphisme G-équivariant sous-jacent 

(I^K '■ £'k ^ ^K- 

L'isomorphisme qui s'en déduit 

Moicj^K) : kàD{£'K) ^ M{£k) 

envoie 9'^ sur 9k- On cherche à prolonger (pK en un isomorphisme G-équivariant 

(/) : £' ^£ 

de sorte que l'isomorphisme qui s'en déduit 

kàD{<i>) ■■ kàD{£)^M[£) 

envoie 9' sur 9. Soit tt une uniformisante de iî et S l'anneau local de G h en le point de codimension 
1 défini par l'idéal (tt). C'est donc un anneau de valuation discrète de corps résiduel le corps des 
fonctions k(G) de la courbe G^ et de corps des fractions le corps des fonctions F de la courbe Gk- 

Lemme 9.3. — Pour que (pK se prolonge à Gr ^ G Xk R il faut et il suffit qu'il se prolonge à 
Spec(-B). De plus, de tels prolongements, s'ils existent, sont uniques. 

Démonstration. — Un isomorphisme G-équivariant de £' sur £ n'est autre qu'une section 
globale du G^-schéma 

IsomG{£',£) = {£' y.c^£)/G 

on G agit diagonalement à droite sur £' £■ L'isomorphisme (pK définit une section de 
IsomG(f , £) au-dessus de Gk- Tout prolongement de cette section à Gr est nécessairement unique, 
d'oii l'unicité de l'énoncé. Supposons que (pK se prolonge à Spec(i3). La section gk se prolonge 
donc à Spec(i3) et par suite à un ouvert de Gr qui contient tous les points de codimension ^ 1. 
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Comme lsomo{£' , £) est affine sur Cn — c'est même un torseur sous AutG(f ) — , une telle section 
se prolonge automatiquement à Cr (cf. [H] corollaire 20.4.12). □ 



Notons que si (j)K se prolonge en un isomorphisme (/), l'isomorphisme Ad£)((/)) envoie nécessaire- 
ment 9' sur 9 puisque les sections AdD{<P){9') et 9, qui coïncident sur un ouvert de Cr, sont en 
fait égales. 

9.3. Etude sur le trait Spec(i?) — Pour toute extension K' finie de K soit R' la clôture 
intégrale de R dans K'. Soit F' le corps des fonctions de la courbe relative Cw = C x k R' et B' la 
clôture intégrale de B dans F' . Dans la démonstration du lemme [9731 on a vu que (j)K s'interprète 
comme une section du C/j-schéma affine lsoTnQ{£' ,£) et que prolonger (j)K revient à prolonger 
cette section à Spec(i?). Comme B est normal, (pK se prolonge à Spec(i3) si et seulement si le 
changement de base de à K' se prolonge à B' . Dans la suite, on pourra toujours, s'il le faut, 
remplacer K par K' . 

Soit (a,i) G Ag{R) défini par (a,t) = /*(m). Soit ta € t'^"''=s[[zoo]](iî) l'unique élément dont 
la caractéristique est la restriction de a à Spec(iî[[zoo]] et dont la réduction modulo Zoo est t. 

Soit M G L les deux sous-groupes de Levi dans C tels que (a, t) appartienne en fibre générique 
à Xci^L.ciiiK)) et à Xg ("^M,eii(K)) en fibre spéciale (cf. proposition 13.4p . Soit {aL,t) G Al{R) 
l'unique point tel que {a,t) = Xcii^^L^t)) (cf. proposition 13.2p . 

Lemme 9.4. — Quitte à remplacer K par un extension finie K' assez grande et R par R' , on est 

dans la situation suivante 

1. Il existe un point X G i{B) qui vérifie 

(O') Xl{X) coïncide avec ul sur Spec{B) ; 

(b) la réduction X de X modulo n appartient à m(K(C)) et est conjugué à la réduction 
modulo TT de ta par un élément de M((zoo)(k) ; 

2. Il existe des trivialisations des G-torseurs £ et £' sur Spec{B) tels que les trivialisations de 
Ad£)(£) et Ad£)(f ) qui s'en déduisent envoient 9 et 9' sur X. 

Démonstration. — La section de Kostant montre qu'un point X G 1{B) qui vérifie l.(a) existe. 
Par la proposition et le lemme [ÏÏTïïl on peut supposer que, quitte à conjuguer X par un élément 
de L(k(C)), l'assertion l.(b) est aussi vérifiée. 

Si l'extension K' est assez grande les torseurs £ et £' sont triviaux sur Spec(i3') (théorème 
2 de [H]). Quitte à remplacer R par R', on peut supposer que les torseurs £ et £' sont triviaux 
sur Spec(i3) et même, d'après le lemme l9.5b i-dessous qu'il existe des trivialisations qui vérifient 
rassertion2. 

□ 

Lemme 9.5. — Soit a G cav'^°^{B). Soit X et Y deux éléments de g{B) tels que 

Xg{X)^Xg{Y). 

Il existe une extension finie K' de K telle que X et Y sont conjugués par un élément de G{B'), 
où B' est la clôture intégrale de B dans le corps des fonctions de Ck' ■ 

Démonstration. — Pour tout i?-anneau A soit 

T{A) = {g G G{A) I kA{g)X = Y). 

Rappelons que B a pour corps des fractions le corps F des fonctions de Ck et pour corps résiduel 
le corps de fonctions k{C) de C^. D'après le lemme [57ïïl l'ensemble T{k{C)) est non vide et, quitte 
à remplacer K par une extension finie, on peut supposer qu'il en est de même pour T{F). On en 
déduit que le foncteur T est représenté par un torseur encore noté T sous le schéma en groupes 
Tx qui centraHse X. Or vu l'hypothèse de a G cav'^^^{B), ce schéma en groupes est un schéma en 
tores. Comme le torseur T est trivial en fibre générique Spec(F), il est trivial globalement (cf. par 
exemple [T2] proposition 2.2). Il possède donc une section sur Spec(i3). □ 
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Désormais on fixe X g q{B) et des trivialisations de £ et £' sur Spec(i3) qui vérifient les 
assertions du lemme WM On obtient alors une trivialisation de (px qui s'identifie à la translation 
à gauche par un élément lî G G{F) qui vérifie 

kà{5-^)X = X. 

Il résulte du lemme l973l et des considérations ci-dessus qu'on a le lemme suivant. 

Lemme 9.6. — Le morphisme 4>k se prolonge si et seulement si S G{B). 

Comme la restriction de a définit un élément de car''®8(i3), la réduction modulo tt de X est 
encore semi-simple régulière. Le centralisateur de X dans G x^. B est donc un schéma en tores sur 
B. Comme B est normal, on sait qu'un tel schéma en tores est isotrivial. Autrement dit, le tore 
Tx,F se déploie sur une extension séparable et non ramifiée. On en déduit qu'il existe A G X^ÇTx) 
et un élément h e îx(F) n G{B) tel que 

ô = \{Tr)h. 

Comme h G G{B) centralise X, on peut composer la trivialisation de £ avec h sans que la condition 
2 du lemme 19.41 soit affectée. Quitte à changer de trivialisation, on peut et on va supposer que 
h = 1. Notons que A est nécessairement fixe sous Ga.\{Fs/F). La caractéristique xl{X) est égale 
à la restriction de ol à Spec(i?). Comme (aL,i) définit en fibre générique un point de Al.cIi{K), 
le tore Tx,f est un sous-F-tore elliptique de L (cf. corollaire 13.81 et lemme ce qui se traduit 
par l'égalité 

où Al est le centre connexe de L. Ainsi A £ X, (A/,). Le lemme suivant, combiné au lemme WM 
montre l'existence du prolongement de 4>k- 

Lemme 9.7. — Sous les hypothèses ci-dessus, on a X = 0. 

9.4. Preuve du lemme [9. 71 — On continue avec les notations du paragraphe précédent. Notons 
tout d'abord que le lemme est évident si L = G puisque dans ce cas X^{Ac) = 0. Dans la suite, 
on suppose donc qu'on a L ^ G. On raisonne par l'absurde en supposant A 7^ et on cherche 
une contradiction. Soit P, resp. P, le sous-groupe parabolique dans T{L) défini par la condition 
suivante : les racines a de T dans P satisfont l'inégahté a(A) > 0, resp. a(A) < 0. Ces sous-groupes 
sont opposés au sens où l'intersection PflP un sous-groupe de Levi commun. . On notera que cette 
intersection contient le sous-groupe de Levi M défini au ij9.3l et que ces sous- groupes paraboliques 
sont propres puisque A n'est pas nul. Soit r le plus grand entier a(A) lorsque a parcourt l'ensemble 
$y des racines de T dans G. Soit 

B = Sa 

le décomposition de q en espaces propres pour l'action de T. Pour tout entier i qui vérifie —r ^ 
i ^ r, soit 

9^= 0a 

{aeX*(T) I a(A)=î} 

et 

0+ = 5^■ 

Les sous-espaces 0+ et sont stables par P et g_r est stable par P. 
L'inclusion 

(9.1) 7r'-Ad(A(^))0(P) C0(P) 

est une inclusion entre deux sous-P-modules de 0(P), libres et de rang maximal, qui fournissent 
chacun un prolongement à Cr du fibré vectoriel AdD{£K) sur Ck (cf. proposition 6 de L'un, 
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celui associé à 3{B), n'est autre que Ad£i(f) et on note l'autre V. Dans la suite, on note et Vk 
le G-torseur et le fibré vectoriel sur Ck = C Xk k déduits de £ et V par changement de base. On 
déduit de l'inclusion (|9.ip un morphisme de fibrés vectoriels 



(9.2) V^AdoiS). 

Soit W et Q le noyau et l'image du morphisme AdoiSK)- Notons que W est localement 

facteur direct de V^. Ce n'est pas le cas pour Q qui est simplement un sous- faisceau localement 
libre de AdDiSn)- On a 

deg(V„) = 0. 

En effet, par platitude on a deg(VK) = degCVx) et d'autre part deg{VK) = deg(Ad£)(£x)) = 0. 
Comme deg(VK) = 0, on a 

(9.3) deg(>V) = -deg(Q) 
Soit 

AdoiS') ^ V 

l'unique isomorphisme qui, en fibre générique, est le composé de l'isomorphisme 

AdD{cl>K) : AdD{£K) ^ AdoiSK) 

par l'homothétie de rapport tt'' et qui sur Spec(-B) coïncide avec l'isomorphisme 

SiB) ^ TT^ AdiMTrMB) 

donné par tt'' Ad(A(7r)). En composant cet isomorphisme avec le morphisme V — > AdoiS) défini 
en (|9.2p . on obtient un morphisme de fibrés vectoriels sur Cr 



(9.4) AdoiS') ^ AdoiS), 
qui donne, en fibre spéciale, un morphisme 

(9.5) Adi3(f:) ^ Ado(£,) 

dont on note W' le noyau. Par construction, on a W' ~ W et l'image de ce morphisme est le fibré 
vectoriel Q. Vu (|9.3p . on a 

(9.6) deg(W) = -deg(Q) 

On a fixée au §9.31 des trivialisations de £ et £' sur Spec(i3) qui vérifient les assertions du 
lemme 19.41 Via ces choix, le sous-groupe parabolique P de G définit une réduction générique de 

a P qui s'étend automatiquement en une réduction notée £p de £'^ a P sur G^. De même, on 
note £p K la réduction de à P qui prolonge la réduction générique donnée par P <Z G. 



Lemme 9.8. — Avec les notations ci-dessus, on a 



1. une égalité £p ^k '^'^ 0+ = W 



2. une injection Q ^ £p ^T'^"^ entre fibrés vectoriels de même rang. 

Démonstration. — Comme £'p ^ ^k '^'^ S+ et W sont des sous-fibrés vectoriels de AdD(£';^), il 
suffit de vérifier f au point générique de G^. De même, comme Q et £p ^k '^'^ B-r sont des sous- 
faisceaux localement libres de AdD{£'^) et que x^'^'^g-j. est même localement facteur direct, 
il suffit de vérifier 2 au point générique de G^. Or, dans les trivialisations £ et £' sur Spec(i?) 
qu'on a fixée au ij9.31 le morphisme (|9.4p est le morphisme g{B) 9{B) donnée par tt'" Ad(A(7r)). 
En particulier, en réduction modulo tt, ce morphisme est la projection de g(K(G)) sur g_r(K(G)) 
de noyau q+{k{C)). Le lemme est alors clair. □ 
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Lemme 9.9. — Soit /i G X*{P) le déterminant de l'action adjointe de P surg^. On a l'inégalité 
(9.7) degi^i{£'p^,)) > deg(M(é:p,J). 

Remarque. — Le caractère fi est un plus haut poids dans la représentation de G sur A'^'^'^^+^g. 
Il s'écrit donc dans la base Ap avec des coefRcients positifs dont l'un au moins est non nul. 

Démonstration. — D'après l'assertion 1 du lemme [9781 on a 

deg(W') = deg(£;,^, 0+) deg{^,{£'pj) . 

D'après l'assertion 2 du lemme on a 

deg(Q) ^ deg(é:p^ ^'^g^^) = - deg(^(é:p 

On peut alors conclure puisque deg(VV") = — deg(Q) (cf. (|9.6p . □ 

On a défini au H9.3\ un sous-groupe de levi M. Comme P et P contiennent tous deux M, il 
résulte de la proposition 14.41 et de sa démonstration que les torseurs £p^ et Ep ^ sont les premiers 
facteurs de triplets m'p ^ et Wp^ qui sont des réductions à P et P de m'^ et m^. Or, par hypothèse, 
ces triplets de Hitchin sont ^-stables. On a donc, d'une part, 

Ce- deg(m'p J - +ap + of 

(rappelons que = {0} puisque G est semi-simple) d'oii (cf. la remarque qui suit le lemme 

KO < -M(deg(mp_^)) - deg{fi{£p^^)) 

et d'autre part 

Ce- deg(TOp ,,) - +ap + 

ce qui implique l'inégalité 

-Kî) < K^egimp^^)) = deg{fi{£p^^)). 

On a donc 

àeg{K£'p,n)) < -KO < dcg(M(fp, J) 

ce qui contredit l'inégalité (|9.7p du lemme lÏÏTÏÏl C'était la contradiction recherchée au début de ce 
paragraphe. 

10 est un champ de Deligne-Mumford 

10.1. L'objet de cette section est de prouver le théorème suivant. 

Théorème 10.1. — Pour tout groupe semi-simple G et tout paramètre ^ en position générale (cf. 
définition \6.3]) . le champ A4q est un champ de Deligne-Mumford. 

La démonstration se trouve au paragraphe suivant. 

10.2. On fixe un groupe semi-simple G et un paramètre ^ en position générale. Soit {£,6,t) S 
MHk) et AutG(^,é') le sous-schéma en groupes de AutG(f) qui centralise 9. Le foncteur qui, à 
un fc-schéma S, associe le groupe des sections sur C x^ 5 du schéma en groupes AutG(^^, 9) Xk S 
est représenté par un schéma en groupes sur k. Il s'agit de voir que ce groupe est non ramifié, ou 
encore, par un critère différentiel, que son espace tangent sur k est trivial. Or cet espace tangent 
admet la description suivante : c'est l'espace des sections (p G iî"(C, Ad (£)) qui commutent à 9 
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c'est-à-dire telles que le crochet [0, Lp] est nul. La nullité de l'espace tangent résulte donc de la 
proposition suivante. 

Proposition 10.2. — Pour toute section ip S 7ï"(C, Ad(f)) telle que [6,Lp] — on a 

>f = 0. 



Démonstration. — Soit ip comme ci-dessus. Notons que, par le lemme évident ci-dessous, la 
caractéristique de ip est constante. 

Lemme 10.3. — L'espace des sections iî"(C, carc) s'identifie à cavaik). 

Soit M g C tel que f{£, 6, t) G Xg {•^M,cn{k)) et F le corps de fonctions de la courbe C. 

Lemme 10.4. — Il existe une trivialisation générique de £ qui vérifie les deux assertions sui- 
vantes : 

1. l'identification de KAd{£) avec q{F) qui en résulte envoie 9 sur un élément X G tn(-F) qui 
est semi-simple, G-régulier et elliptique dans M et qui vérifie l'assertion 1 de la définition 

m; 

2. l'identification de Ad(£) avec q{F) qui en résulte envoie ip sur un élément Y G t(fc). 

Démonstration. — On a vu dans la preuve de la proposition 17.81 qu'il existe une trivialisation 
générique de £ qui vérifie l'assertion 1. Dans l'identification de Ad(£) avec 2{F), la section ip 
s'envoie sur un élément de 3{F) noté Z. Comme Z commute à X et que le centralisateur de X dans 
g est inclus dans m, on en déduit que Z appartient à tn(F). La caractéristique xm{Z) G carM(^') 
s'envoie par Xg caractéristique de ip qui par le lemme précédent est un élément de caxG{k)- 

Il s'ensuit que xm{Z) appartient à carM(fc) et qu'on peut trouver un élément Y G t(fc) tel que 
Xm(Y) = Xm{Z). Par une variante du lemme [ÏÏ^ on en déduit que Y et Z sont conjugués par un 
élément de M {F). Le lemme est alors évident. □ 

On fixe désormais une trivialisation générique de £ qui vérifie le lemme 110.41 Soit X G tn(F) 
et F G t(fc) les éléments qui s'en déduisent. Soit L le centralisateur de Y dans G. On vérifie que 
L est un élément de C'~^{T) qui contient M. Soit Q un sous-groupe parabolique de G de Levi L. 
On notera le lemme suivant, dont la démonstration est laissée au lecteur. 

Lemme 10.5. — Le morphisme Nq — > ng donné par n i— > Ad{n^^)Y — Y est un isomorphisme. 

Soit V l'ensemble des points fermés de C. On reprend les notations de la section [T] On déduit 
de la trivialisation générique du torseur £ et de l'existence d'une trivialisation sur un voisinage 
formel de tout point v une famille {gy)yçv telle que 

1. gv G G{{zy)){k) / G[[zy]](k) est trivial sauf pour un nombre fini de v ; 

2. Ad(.g-i)y G0[[z„]](fc); 

3. la projection de ^ sur a^^ appartient à la projection sur a'^j de l'enveloppe convexe des points 

-Hp{{g^)^(zv) = - ^ Hp{gy). 

vev 

La condition 2 traduit le fait que ip est une section globale de Ad(f ) et la condition 3 la Ç-stabilité 
du triplct {£,9,t) (cf. condition (d) de la définition 17.6p . 

Lemme 10.6. — Pour tout v gV, la classe g^ se relève en un élément de L{{zy)){k) . 

Démonstration. — Soit Q un sous-groupe parabolique de G de Levi L. Par la décomposition 
d'Iwasawa, l'élément gy se relève en un élément lyUy avec ly G L{{zy)){k) et Uy G NQ{{zy)){k). Le 
fait que L centralise Y et la relation 1 ci-dessus entraînent alors qu'on a 

Ad(n-i)r G0[M(fe) 
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d'où 

Ad(n-i)y-y enQ[U](fc). 

Par le lemme lTO.51 on a alors riy G NQ[[zy]]{k). D'où le lemme. □ 

Le lemme précédent implique que le triplet {£, 9, t) possède une "réduction" au sous-groupe de 
Levi L. Il implique aussi que la projection sur de l'enveloppe convexe de 3 ci-dessus est réduite 
à un point qui est nécessairement un point du réseau X^,{L) défini au i )5.1l La ^-stabilité entraîne 
que la projection de ^ sur appartient à ce réseau. Si i ^ G, cela contredit le fait que ^ soit en 
position générale. On a donc L = G et F = d'où ip — Q. □ 



11 Comptage des points rationnels dans une fibre 

11.1. Le théorème principal. — Voici la situation qui va nous occuper jusqu'à la fin de cette 
section. Rappelons qu'on a fixé en ij3.2l une courbe C sur k ainsi qu'un diviseur D et un point 

00 e C{k). On suppose que C provient par changement de base d'une courbe Gq sur Fg. Soit r 
l'automorphisme de Frobenius de k donné par x ^ x"^ . On note encore r l'automorphisme 1 x r 
de G = Go k. On suppose que Z? et oo sont fixes sous r. 

Soit F le corps des fonctions de G. L'automorphisme r de G induit un automorphisme de F 
encore noté r dont l'ensemble des points fixes est précisément le corps Fq de la courbe Gq. Soit 
V, resp. Vb, l'ensemble des points fermés de G, resp. Gq. Pour tout G K), soit Fq^^^ le complété 
de Fq en vq ; on note simplement r l'automorphisme r ® 1 de 

F ®Fo Fo,vo n 

vÇ^V, v\vq 

où Fy est le complété de F en v. On identifie Fy à k{{zy)) et Fq^vq à Fç((z^„)) par le choix 
d'uniformisantes. Soit A l'anneau des adèles de F. Cet anneau est naturellement muni d'une 
action de r pour laquelle le sous-anneau des points fixes sous r s'identifie à l'anneau Aq des adèles 
de Fq. 

On suppose que que le groupe G est semi-simple et que le couple (G, T) (cf. îj2]) provient d'un 
couple analogue (Go,To) défini sur tel que le tore Tq soit déployé sur F^. Dans ce cas, tous 
les sous-groupes de Levi ou paraboliques de G qui contiennent T proviennent d'objets analogues 
définis sur ¥q relatifs à (Gq, Tq). On note encore r l'automorphisme de G = Gq x^^ k donnée par 

1 X T. On en déduit un automorphisme toujours noté r des groupes de points de G à valeurs dans 
F, A ou F (X)_F|, Fo^yg pour tout wo G Vq- 

Comme le diviseur D sur G est fixe par r, il se descend en un diviseur Dq sur Gq de la forme 

^ dyV. 

veVo 

Soit Idq la fonction sur 0(Ao) qui est la fonction caractéristique de l'ensemble 

n z-'^^giizyWg). 
veVo 

Pour alléger un peu les notations, on pose 

^ - n G[w](F,), 

veVo 

c'est un sous-groupe ouvert et compact de G(Ao). De plus, la fonction Ijj^ est invariante sous 
l'action adjointe de K. 

Pour tout â G M{F), soit ts l'automorphisme de G(F), resp. de q{F), donné par lnt{6) o r, 
resp. Ad((5) o r. Le groupe G muni de l'automorphisme ts définit par descente un groupe noté 
sur ¥q. 
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L'automorphisme de Frobenius r agit également sur les espaces A et Am pour tout AI G C. 
Soit (a,t) g A{k) un élément fixe par r. Il existe M g £ et (aAf,t) G ^m,c1i(^) tels que 

(a,i) =XG((aM,0)- 

D'après les propositions 13.21 et 13.41 de tels éléments existent et sont uniques : en particulier ils sont 
fixes sous T. 

Voici le principal théorème de cette section. Il exprime le nombre de points rationnels d'une 
fibre de en termes d'intégrales orbitales pondérées d'Arthur. 

Théorème 11.1. — Soit ^ en position générale. Soit M d C un sous-groupe de Levi, {aM,t) G 
^M,eii(fc) fixe par T et {a,t) = Xg ii'^M ,t)) ■ Le cardinal du groupoïde des points rationnels de la 
fibre de /î en (a, t) est égal à 

vol(aM/X*(M))"' • vol(a,t) • ^ ^ jfj{Ad{h-^)X, 1d,) 

h X 

OÙ 

- h parcourt l'ensemble des doubles classes 

h G M {F)\M (A)/ M (Ao) 

qui vérifient 

S ^ hT{h)-^ G M{F) ; 

- X parcourt un système de représentants de l'ensemble des classes de [F^)- conjugaison 
dans l'ensemble 

{X G m\Fa) I xm{X) = aM\Spcc(Fo)} 

des X G m''(-fo) dont la caractéristique xm{X) est égale à la restriction de au à Spec{FQ) ; 

- J^(Ad(/i^^)X, Ijjg) est l'intégrale orbitale pondérée d'Arthur définie au ^11.11\ L UI. 9]) : 

- le volume vol(a, t) est défini au §11.51 l All.Œ) ; 

Remarque. — Les intégrales orbitales pondérées considérées ci-dessus dépendent de choix de 
mesures de Haar sur um (cf. tjll.lip et sur certains tores (cf. t jll.sp . Comme ces choix interviennent 
aussi dans les facteurs vol(aA//X*(M)) et vol(a,t), la somme qui apparaît dans le théorème 111. Il 
ne dépend d'aucun choix. 

Avant d'entamer la démonstration du théorème 111.11 qui va nous occuper jusqu'à la fin de 
cette section, nous allons donner quelques rappels sur le cardinal d'un groupoïde quotient et sur 
ses points fixes sous un automorphisme. 

11.2. Cardinal d'un groupoïde. — Soit X un ensemble et G un groupe abstrait qui agit 
à gauche sur X. Le cardinal du groupoïde quotient [G\A"] (cf. l (|7.2p du §7.6p est l'élément 
card([G\A:']) G N U {oo} défini par 

card([G'\A']) = V 

^ stabG(2;) 

où 

- G\X est (un système de représentants de) l'ensemble des orbites de X sous G ; 

- — — — - vaut si le stabilisateur de x dans G est infini et l'inverse de son cardinal sinon. 

I stabG(a;) 

11.3. Points fixes sous un automorphisme. — On continue avec les notations du paragraphe 
précédent. Soit r un automorphisme de G. Soit une bijection de X, encore notée r, compatible à 
l'automorphisme de G au sens où l'on a 

T{g.x) = T{g).T{x) 

Par définition, le groupoïde des points fixes sous r de [G\A'] est le groupoïde [G\^'^] où 
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- A"^ est l'ensemble des couples {x,g) E X x G tels que 

g.T{x) = X ; 

- G agit à gauche sur X'^ par 

h-{x,g) = {hx,hgT{h)-'^). 

11.4. Première étape. — Dans la suite, on fixe M e £ et des couples {aM,t) et (a,t) comme 
dans l'énoncé du théorème 111.11 Soit Ç G ar un élément quelconque. La fibre du morphisme de 
Hitchin au-dessus de (a, t) s'identifie par la proposition l7.8l au groupoïde quotient [M{F)\X^^ 

où l'ensemble X^^ est celui de la définition [TU] du paragraphe l7.6l Nos hypothèses entraînent que 
T induit une bijection de cet ensemble compatible à l'action de r sur AI (F) (au sens du i )11.3|) . 
On cherche une expression pour le nombre de points sur ¥q de cette fibre, c'est-à-dire le cardinal 
du groupoïde des points fixes sous t de [M {F)\X^^ ^^J, en termes d'intégrales orbitales pondérées. 

Suivant le paragraphe [TOI on introduit l'ensemble ^ormé des triplets {X, {gy)y(zv,S) tels 

que {X, {gv)v£v) ë «^(a et (5 G M{F) vérifient les relations 

(11.1) Ad{ô)T{X)^X 

et 

(11-2) ST{{gy)y^v) = {gv)v€V- 

Le groupe M(F) agit sur les deux premiers facteurs par l'action décrite au ^7.6\ et par r- 
conjugaison sur le deuxième facteur (c'est-à-dire un élément 7 G M{F) agit sur ô G M{F) par 
7(Ît(7)~^). La première étape du comptage consiste à décrire un système de représentants des 
orbites de ^^a't) ^o^^^ l'action de M (F). Pour cela, on introduit quelques notations supplémen- 
taires. 

Pour tout g G G (A), soit 1m, g la fonction sur qm caractéristique de l'enveloppe convexe des 
points —Hp{g) pour P G P{M). La définition 17.41 du H7.5[ appliquée au groupe M et à son 
sous-groupe parabolique P = M, donne un morphisme 

H M : M (A) aM- 

Soit ^M la projection de Ç sur ot suivant la décomposition ot = (^m ffi ■ 

Lemme 11.2. — Il existe une bijection entre l'ensemble M{F)\X^^^^^ et l'ensemble des triplets 

{X,g,S = hT{h)-') 

qui vérifient les trois conditions suivantes 

1. h parcourt l'ensemble des doubles classes 

h G M {F)\M (A)/ M (Ao) 

qui vérifient 

ô = /ir(/i)-i G M{F) ; 

2. X parcourt un système de représentants de l'ensemble des classes de [Fq)- conjugaison 
dans l'ensemble 

{X G m''(Fo) I xm{X) = ispoc(Fo)} 

des X G m''(-fo) dont la caractéristique xm{X) est égale à la restriction de qm à Spec(-fo) / 

3. g parcourt l'ensemble des doubles classes 

liit{h-')TxiFo)\GiAo)/K, 
( où Tx C est le centralisateur de X dans G^ ) qui vérifient les deux conditions 
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(a) lz,„(Ad(g-i)Ad(/i-i)X)-l; 

(b) ImJ^m + HM{h)) = 1. 

De plus, dans cette bijection, le cardinal du stabilisateur dans AI (F) d'un élément de M{F)\X^^'^^^ 
qui correspond au triplet {X,g, hT{h)^^) est donné par le cardinal de l'ensemble fini 

{lnt{h-')Tx{Fo))ngKg-\ 

Démonstration. — Partons d'un triplet {X, {gv)vev,^) dans '^^a't) - Rappelons que g^ désigne 
une classe dans G((z^))(fc)/G[[z„]](fc). Soit un élément g G G{A) tel que pour tout v la composante 
en V relève gv Par la relation ()11.2|) ci-dessus, on a 

Par le théorème de Lang (appliqué aux quotients (connexes) du fc-groupe pro-algébrique G[[2t,]]), 
on sait qu'un tel élément s'écrit xt{x^^) pour un certain x £ YIvgv ^[[^vJli^)- Quitte à remplacer 
g par gx, on peut et on va supposer qu'on a 

(11.3) g^'Srig) = 1 

autrement dit la classe de r-conjugaison de ô dans G(A) est triviale. Le lecteur vérifiera que cela 
implique que la classe de r-conjugaison de 6 dans M{A) est triviale. Il existe donc h e A/(A) tel 
que 

ô = hT{h)-\ 

Posons go — h^^g. Alors la relation (|11.3|1 se traduit par 

go G G(Ao). 

D'après la relation (|ll.ip . l'élément X appartient à m^{Fo). Soit ta G t'''^s[[zoo]](fc) l'unique 
relèvement de t dont la caractéristique est a. De même, on peut définir un point ta,^, associé au 
couple {aM,t). Mais par unicité de ta, on a ta = taM- Ainsi la caractéristique XAii^a) est um. 
La condition 1. (bis) de la définition 17.71 entraîne que X est conjugué à ta par un élément de 

M((zoo)(fc) d'où 

Xm{X) = XM{ta) = aM- 

Les conditions 2.(b) et 2.(d) des définitions 17.61 et 17.71 se traduisent par les condition 3 (a) et (b) 
ci-dessus. 

On laisse le soin au lecteur de vérifier que la construction qui à {X, {gv)veVi S) associe {X, go, hT(h)~^) 
définit par passage au quotient une bijection avec les propriétés annoncées. On notera que le groupe 
lnt{h^^)Tx{Fo) est bien inclus dans G(Ao). 

Le centralisateur de (AT, {gv)vev dans M{F) est le groupe 

{t G Tx{Fo) I {tg^)^^v = {9v)v^v] = Tx{Fo) n 9vG[[z,]]{k)g-^ 

vev 

{lnt{h-^)Tx{Fo))r\goKg^^ 
ce qui donne la dernière assertion. □ 
11.5. Mesures de Haar. — On munit G(Ao) de la mesure de Haar normalisée par 

^o\{K) = 1. 

Plus généralement pour tout sous-groupe parabolique semi-standard P de G, les groupes Afp(Ao) 
et Np (Ao) sont munis des mesures de Haar normalisées par 

vol(Afp(Ao) n i^) = 1 et vol(Afp(Ao) n K) ^ 1. 
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Soit Xq g m(Fo) dont la caractéristique est égale à la restriction de gm à Spec(Fo). Un tel Xq 
existe par la section de Kostant relative à M. On munit Tx^i^o) d'une mesure de Haar. Soit 

TxoiAoY = TxMo) n Kct{Hm) ; 

c'est un sous-groupe ouvert de Txo(Ao) qu'on munit de la mesure induite. On munit Txo(-Fo) de 
le mesure de comptage et Txa{Fo)\TxQ{Aoy de la mesure quotient. 

Lemme 11.3. — Le volume du quotient ci-dessous est fini 
(11.4) vol(Tx„(Fo)\rxo(Ao)') < oo. 



Démonstration. — D'après le corollaire 13.91 il existe un élément X G Tn(F), semi-simple, G- 
régulier et elliptique dans m{F). D'après le lemme \3l6\ X et Xq sont conjugués sous M {F). On 
en déduit que le plus grand sous-tore i^o-déployé de Txq est inclus dans le centre connexe de 
M X Fq (et en fait égal). Ainsi, le Txg est i^o-elliptique dans M et l'on sait bien que le quotient 
Txo{Po)\Txo{AoV est alors compact d'où la finitude du volume. □ 

Soit 6 G G{F) et X G m'^(Fo) de caractéristique qm- La condition sur la caractéristique entraîne 
que Xq et X sont conjugués par un élément m G M (F) (cf. lemme . L'automorphisme Int(m) 
induit un i^o-isomorphisme entre les tores Txo et Tx- Par transport par Int(m), on déduit de la 
mesure sur Tx(,(Ao) une mesure de Haar sur rx(Ao) pour laquelle on a 



(11.5) 
On note 
(11.6) 

le volume ci-dessus. 



Yol{Tx{Fo)\Tx{Aoy) - YoliTx„{Fo)\Tx,{Aoy). 



vol(a, t) 



11.6. Réseaux dans aj\/. — Soit Gsc le revêtement simplement connexe de G. Soit L G C^{T) 
un sous-groupe de Levi semi-standard. Soit Lgc l'image réciproque de L dans Gsc. Soit Ldcr le 
groupe dérivé de L et Lsc le revêtement simplement connexe de idor- On ne confondra pas Lgc 
et Lsc- Le groupe Lsc est en fait le groupe dérivé de Lsc- On note encore T? le tore obtenu par 
image réciproque de T dans ? oii ? peut être l'un des trois groupes idcr, Lsc ou Lsc- Soit 

^i(Ldcr) = coker{X,{TLsc) -> X,{Tl^J). 

Le morphisme de restriction X*{L) X*{T) et donne dualement un morphisme X^{T) 
X^{L) où l'on a posé X^(L) = Homz(X*(L), Z). 

Lemme 11.4. — On a un diagramme commutatif à lignes et colonnes exactes. 







TTl (L, 



dcr ) 







^ X^XTl,,) ^ X,{TgJ 



X,{T) 



TTl (G) 







X^,{Lsc) 



X^L) 



X,{L)/X,{Lsc) -0 
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Démonstration. — Traitons l'exactitude de la deuxième ligne. Il s'agit d'une suite de Z-module 
libre dont la suite duale est la suite exacte 

^ X*{L) ^ X*{T) ^ X*{Tl,J > . 

Seule la surjectivité est moins évidente. Elle résulte des isomorphismes 

T/Tl,„ = Zl/{Zl n Ldcr) = i/idcr, 

oit Zl est le centre connexe de L, et de l'égalité X*{L) — X*{Ldcr)- 

L'exactitude de la première ligne se déduit de celle de la deuxième lorsqu'on remplace L par 
Lsc- L'injectivité des deux premières flèches verticales est bien connue. On rappelle que X,(rG,J 
est le sous- Z-module de X^, (T) engendré par les coracines de T dans G. Le reste du diagramme se 
déduit alors du lemme du serpent et de l'injectivité de 

7ri(idor) — * 7ri(G') 

c'est-à-dire de l'inclusion 

x^n^Jnx^TGjcx^n,^). 

Cette dernière est évidente car X^{Tlsc) est d'indice fini dans X,(Ti^^J et d'autre part X^,{Tlsc) 
est facteur direct dans X^{Tg^J. □ 

Le lemme 0,1.41 montre que la projection ax — * cim envoie X^{T) surjectivement sur X^{M). 
D'autre part, elle envoie le sous-Z-module X, (Tq^J surjectivement sur le sous-Z-module X, (Afgc) 
deX^M). 

11.7. Le poids w^^. — Pour tout g G G(A), on introduit le poids 

Aii9) = \{f^ e X4M) I ImAÙi + /i) = 1}| 

qui est le nombre (fini) de points de l'ensemble (^m + X^{M) qui appartiennent à l'enveloppe 
convexe des points —Hp{g) pour P G V{M). 

Lemme 11.5. — La Jonction poids g G G(A) ^ ^\.[{g) est invariante à gauche par M{A). 

Soit h et X deux éléments respectivement des ensembles décrits en 1 et 2 du lemme Vll.2\ On 
a une suite exacte 

1 TxiAoY Tx{Ao) ^ X,{M) 0. 



Démonstration. — L'action à gauche de /i G M(A) translate l'enveloppe conexe des points 
—Hp{g) par le vecteur H^ih). Comme ce dernier appartient à X*(Af), cela ne change pas w^j(gi). 

Dans la suite exacte, seule la surjectivité à droite n'est pas évidente. Il suffit de prouver cette 
surjectivité pour la restriction de Hm à Tx{^q{{zQo)))- En combinant le lemme [3^ et la proposition 
13.81 on montre que X et ta sont conjugués sous Af((zoo))(fc) {ta G i''°s[[z3^]](fc) est l'élément défini 
dans la proposition 13.8p . On remarquera qu'on a même ta G t"'^[[zoo]](IB'q). L'automorphisme 
Int(TO) induit alors un Fç((zoo))-isomorphisme entre les Fg((zoo))-tores déduits de Tx et T par 
changement de base. La surjectivité est alors évidente. □ 

11.8. Intégrales orbitales pondérées — Soit h et X deux éléments respectivement des 
ensembles décrits en 1 et 2 du lemme [TTT^ Posons Y = Ad{h~^)X et ry(Ao) = lnt{h-^)Tx{Ao). 
Le groupe Tx(Ao) a été muni d'une mesure de Haar en i )11.5l Le groupe Ty{Aq) est muni de la 
mesure déduite par transport. On introduit alors l'intégrale orbitale pondérée suivante 

(11-7) ji{Y,lDo)= [ lDo{Ad{g-')Y)wi,ig)dg. 
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On a muni Ty (Ao)\G(Ao) de la mesure quotient. L'intégrale converge car l'intégrande est à support 
compact. Pour alléger les notations, on omet la fonction Id^ et on pose 

Remarque. — Cette intégrale orbitale pondérée n'est pas celle qu'Arthur utilise habituellement. 
Le lien avec celle d'Arthur se fera au §11.141 

11.9. Un premier comptage. — Voici une première expression pour le cardinal d'une fibre. 
Proposition 11.6. — On a l'égalité 

card([M(F)\^J;,)]) = vol(a,i)^ ^ ji(Ad(/i-i)X) 

h X 

OÙ h et X parcourent respectivement les ensembles décrits en 1 et 2 du lemme \11.2\ . 

Démonstration. — D'après la formule donnée au i )11.2l ct le lcmme [TL2l le cardinal du groupoïde 
[M {FYyX^At)] s'écrit comme la somme sur les éléments hei X des ensembles respectivement décrits 
en 1 et 2 du lemme [TL^ de 

011 l'on a posé Y = Ad(/i~^)X et Ty(Fo) = Int(/i~^)rx(-Fb) comme ci-dessus. D'après notre choix 
de mesure sur G(Ao), cette expression s'écrit encore 

f lDA^à{9-^)Y)lM.g{iM + HM{h)) dg. 

JTy{Fo)\G{Ao) 

Introduisons le groupe ry(Ao) = Int(/i~^)Tx(Ao) qui est muni de la mesure de Haar déduite de 
Tx(Ao). Comme g i— > l/j^, (Ad(g^^)y) est invariante à droite par Ty(Ao), l'expression précédente 
s'écrit 

/ lz5„(Ad(g-i)r) / i^^(^^,,j + HM{h))dt^. 

En utilisant l'égalité 

Itgi^I + H M (h)) = Igi^M + H M (h) + H Mit)) 

nos choix de mesures et le lemme 111. 5[ on voit qu'on a 

Ugi^M + HM{h)) dt = vo\{Tx„{Fo)\Tx„{Ao)A ■ AA9)- 

TYiFo)\TY (Ao) 

Le résultat s'en déduit. □ 

11.10. Une formule pour le poids w|^. — Le but de cette section est de donner une formule 
analytique pour le poids w^^. Cela nous permettra ensuite de comparer ce poids à celui qu'Arthur 
considère dans ses travaux. Pour cela, on suit, à peu de choses près, Arthur (cf. [1] §6). On a 
introduit au §1X61 le sous-Z-module X,(Msc) de X^{M). Soit P G V{M). L'ensemble défini 
au §5.21 fournit une base de X^{Msc)- Tout X G aM s'écrit de manière unique 

(11.8) A=[A]p + {A}p 

avec [X]p e X^{Msc) et 

{A}p = ^ r^a^ 

aeAp 

avec ^ TA < 1. 
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Pour tout A G a^^, soit 

cp(A)= n (exp(A(a^))-l). 

aeAp 

Lorsque M — G, ce produit vaut 1 (par convention tout produit sur l'ensemble vide vaut 1). Dans 
la suite, on dit que A ë est générique si cp(A) ^ pour tout P G V{M) c'est-à-dire K{a^) ^ 
pour tous P G V{M) et G A^. 

Proposition 11.7. — Pour tout g G G{A), on a l'égalité suivante 

wi/(5) = |™ J2 J2 cp(A)-iexp(-A(ffp(.g) + [Mo+6/]p)) 

OÙ la limite est prise sur les A G a^j génériques. 

Remarque. — Dans la limite, la somme intérieure dépend du choix d'un système de représentants 
de X*(M)/Ar*(Msc). Changer /ig en + M ^-vec ^ G X^{Msc) multiplie la somme intérieure par 
exp(— A(/x)). Cela n'affecte donc pas la limite en A = 0. 

Démonstration. — Elle repose entièrement sur les méthodes d'Arthur. Donnons quelques in- 
dications pour la commodité du lecteur. Soit A G a^,^ générique et P G V{M). Soit {rUa)aeAp la 
base de aM duale de Ap. Soit 

A^ = {a G Ap I k{a') < 0} 

et v?p la fonction caractéristique des A G Om tels que Wa{X) > pour tout a G Ap et Wa{X) < 
pour a G Ap — Ap. Soit g G G{A). D'après un lemme dû à Langlands (cf. [4] formule (3.8) p. 22), 
la fonction caractéristique de l'enveloppe convexe des points —Hp{g) est égale à la fonction 

^ (-l)l^-l^^(/. + i/p(5)) 

P<^V(M) 

de la variable /i G Qm- Cette formule vaut dans notre contexte car la famille {—Hp{g))pç^-pf^]yj-j est 
orthogonale positive au sens d'Arthur (cf. [4 pp. 19-20). Il s'ensuit qu'on a 

^1/(5) = E E (-l)l^^l^p(M + 6/+iîp(5)). 

nex,{M) Pev(M) 

À la suite d'Arthur (cf. [4J §6), on introduit la série de Fourier pour p G V{M) 
Sp(A)= Y. 'Pp{l^ + ai + Hp{g))exp{A{fi)). 

li<£X,{M) 

Cette série est absolument convergente et définit une fonction continue sur le complémentaire dans 
a*j^j des hyperplans d'équation pour a G Ap. De plus, la limite en A = de cette série et la 
somme 

E (-l)l^^l5p(A) 
PeV{M) 

a pour limite en A = (où la limite est prise sur les A génériques) le poids w£f (g). Pour calculer 
la somme de la série S'p(A), il est plus commode de sommer d'abord sur Ar*(Msc) et ensuite sur 
un système de représentants de X^,(M)/ X^,{AIsc)- Soit /io G X^,(M)/ X^,{Msc)- La contribution de 
/io à S'p(A) est 

E "^P^^ + Mo + ùi + Hp{g)) exp(A(^ + ^o))- 

Par un changement de variable et l'utilisation de la décomposition 

Mo + Cm = [mo + Ca/]p + {mo + Ca/}p, 
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on voit que la somme ci-dessus est égale à 

exp{A{fj,o-[fJ-o+(\p-Hp{g))) ^ + {/iq + Cm}p) exp(A(/i)). 

Comme on a {^o + Ca/}p = ^ raa'^ avec < Tq < 1 et que Ap est une base de X*(Msc), 
la somme ci-dessus est égale à 

exp(A( maa'^)) 

où l'on somme sur les familles d'entiers (?Tia)aeAp qui vérifient ^ pour a e Ap et TOq ^ — 1 
pour a e Ap — Ap . Ces séries géométriques ont pour somme 

Y exp(A( Y ^-a-")) = (-l)l^^lcp(A)~i. 

Le résultat annoncé s'en déduit. □ 

11.11. Poids et intégrales orbitales pondérées d'Arthur. — Comme au ^6.'Sl on munit ar 
d'un produit scalaire invariant par W. Pour tout L G on munit Ol de la mesure de Haar qui 
donne le covolume 1 aux réseaux engendrés par des bases orthonormales dans a^. Par définition, 
pour tout g G G{A), le poids d'Arthur 

vm(5) 

est le volume dans aM de l'enveloppe convexe des points —Hp(g). On va rappeler l'expression 
analytique due à Arthur de ce poids. Auparavant, pour tous P G V{M) et A G a^^, on introduit 
le polynôme 

dp(A) =volK//X4M,e))"' n ^("'')- 

aeAp 

Pour AI = G, on a, par convention, vol(aG/Ar*(Gsc)) = 1 et le polynôme ci-dessus est le polynôme 
constant égal à 1. 

Proposition 11.8. — (Arthur fl]/ pp. 219-220) Pour tout g G G{A), on a l'égalité suivante 

VM(5)-lini V dp(A)-iexp(-A(i/p(g)) 

A— tO — ' 

PeV{M) 

où la limite est prise sur les A G a^^ génériques. 

Démonstration. — Le poids VM{g) est égal la limite en A = de la transformée de Fourier 
f J2 {-iy^-^vkt^ + Hp{g))eMm)dn. 

Or celle-ci se calcule et vaut ^ dp(A)^^ exp(— A(iïp((ji)). □ 

PevÇM) 

Reprenons les notations du H11.8I Lorsqu'on fait agit Ty(Ao) par translation à gauche sur 
G{Ao), l'enveloppe convexe des points {—Hp{g)) pour P G V{M) subit une translation par un 
vecteur de 7îm(TV(Ao)). Le volume vm(<?) est donc invariant à gauche par Ty{Ao). L'intégrale 
orbitale pondérée d'Arthur (cf. [2] §8) est définie par la formule 

(11.9) J^,{Y) = Jm{Y,1do)= [ lD„{Ad{g-')Y)vM{g)dg. 

JTy{Ao)\G{Ao) 
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Ce sont en fait des analogues pour les algèbres de Lie des intégrales orbitales pondérées d'Ar- 
thur. Ces intégrales apparaissent naturellement dans un analogue pour les algèbres de Lie de la 
formule des traces d'Arthur-Selberg (cf. [11 ). 

11.12. Les (G, Af )-familles. — Dans [S*, Arthur a introduit la notion de (G, A/)-famille. Une 
(G, M)-famille est une famille de fonctions (hp)pç-p(^M) lisses sur a^^ et qui vérifient pour un 
couple (P, P') de sous- groupes paraboliques adjacents la condition de "recollement" 

bp(A) = bp.(A) 

sur l'hyperplan A(q!^) — où a"^ est l'unique élément de Ap n (— Ap,). On peut alors définir a 
priori uniquement pour A générique la fonction 

(11.10) bM(A)= Y. dp(A)-V(A) 

PeV(M) 

et Arthur montre que cette fonction se prolonge en une fonction lisse sur a^j ([3], lemme 6.2). On 
pose 

bj\/ = bM(0). 

Les exemples de (G, M)-familles que l'on considérera sont les deux suivants. Le premier exemple, 
qui dépend de 5 G G(A), est la famille {^p{g))pev(M) où, pour tout P e V{AI), on introduit la 
fonction de la variable A 

(11.11) vp(g,A)=exp(-A(ffp(.9))). 

La condition de recollement résulte du lemme [ÏÏTTl Le second exemple est la famille {^p{fJ-))pi=-p(]\i) 
qui dépend de /i G aj\/ et qui est définie par 

(11.12) wp(/x,A) = ^4xV°^P(-^(M^)- 

cp(A) 

Le lecteur vérifiera immédiatement que le lemme ci-dessous implique que la famille précédente est 
une (G, Af)-famille. 

Lemme 11.9. — Soit fi G a^/- 5*01^ P et P' deux sous-groupes paraboliques dans V{M) adjacents 
et soit oi^ l'unique élément de Ap H (— Ap,). Pour tout A G a^^ qui vérifie A(a^) =0, on a 

A(Mp) = A([/i]pO. 



Démonstration. — L'hyperplan de a\,j d'équation A(a^) — n'est autre que le sous-espace ag 
011 Q est le plus petit sous-groupe parabolique de G qui contient à la fois P et P' . La projection 
Pq de aj\/ sur ag selon la décomposition om = ® induit une bijection de Ap — {a^}, resp. 
Ap, — {— a^}, sur Ag. Soit /i G aj\/. Écrivons cet élément dans les bases Ap et Ap, 

/3eAp 7eAp, 

Pour tous /3GApet7GAp/ distincts de ±a tels que pqlfi^) = Pq{i^) on donc xp = y-y. En 
utilisant la notation [•] pour la partie entière, on a donc 

/3eAp-{Q} 76Ap,-{-a} 

d'où 

A(Mp) = A([/i]pO 
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pour tout A G ttç 



□ 



11.13. Produit de deux (G, M)-familles. — Le produit de deux (G, Af)-familles est évidemment 
une (G, A/)-famille. On note (v-w)((;,/i) le produit des familles v{g) et w(/i) définies en (|f f .f f p 
et (|f f .f 2p ci-dessus. Dans le lemme suivant, on reformule les propositions 1 1 1 . 7l et 1 1 1 . 81 

Lemme 11.10. — Pour tout g G .9(A), les poids w^,^(g) et v(g) sont respectivement les valeurs 
en A = des fonctions lisses 

^ (v-w)m(5,M + ^a/,A)- 

/i6X.(M)/X.(MBc) 

et 

y M {g, A). 



La clef pour notre problème de comparaison d'intégrales orbitales pondérées est une formule 
pour le produit (v • w)m due à Arthur. Avant de pouvoir l'énoncer dans le lemme 111. 13[ nous 
aurons besoin de quelques notations supplémentaires. 

Soit b une (G, M)-famille et i G C{M). Pour tout Q G P{L), la fonction sur obtenue par 
restriction de bp ne dépend pas du choix du sous-groupe parabolique P G V'^{M). La famille 
{^q)q<^v(l) est une (G, L)-famille. Par la formule (jll.lOp apphquée au sous-groupe de Levi L, on 
obtient une fonction lisse notée bL(A) sur et on pose 

bi =bL(0). 

Lemme 11.11. — Soit L G C{M). Pour tout ^ G Om soit {wQ{fj,, A))q(z'pç^ la {G,L)-famille 
déduite comme ci-dessus de la {G, M)-famille (wp(/i, A))pg-p(jv,/') définie en \11.12]) . Alors on a 

-^(^ + ^^^)- vol(MkA ) -"'^^^ 

où 

- par convention, on pose vol(aG/Ar»(G)) = 1 ; 

- 1 est l'élément neutre de G{Ao) ; 

- le second membre est celui défini au j j Jj. 7| lorsqu'on remplace M par L. 
Démonstration. — Le membre de gauche vaut par définition 

1™ E E dQ(A)-i. ^.exp(-A([^o + Cm]p)) 

OÙ 

- la limite est prise sur les A G génériques ; 

- pour chaque Q G 'P(L), on choisit P G V^{M) ; 

- la fraction est bien définie sur les points génériques de a^^ et se prolonge en une 
fonction lisse sur a^^. 

Pour de tels A, Q et P, on vérifie les formules 

dp(A) _ Yo\{aL/X^{L,,)) dQ(A) 
cp(A) vol(aM/^*(M,e)) ' cq(A) 

et 
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où /Iq est la projection de fiQ sur a^. Le lemme fil. 41 implique que la projection de aM sur 
induit une surjection de X,(M)/X*(Msc) sur X*(L)/X*(isc)- L'ordre de son noyau se combine 
au rapport des covolumes des réseaux X*(Lsc) et X^{Msc) pour donner le facteur 

vol(aL/X,(L)) 
vo1(om/^*(M)) 

On conclut la démonstration en appliquant la proposition 111.71 au sous-groupe de Levi L et à 

□ 

Soit Q un sous-groupe parabolique de Levi L. Arthur définit également une {L, M)-famille b'^ 
de la façon suivante : pour tout P G P^{M), bp(A) est la fonction lisse sur a^,^ définie par 

b^(A)=bpAr,,(A), 

où le groupe PNq est l'élément de P{M) engendré par P et Nq. On peut alors former une fonction 
lisse 

b2f(A)= Y. d^(A)-ib«(A) 

en utilisant le coefficient 

d^(A)=vol(a2,/A,(Af'))-^ n 

011 Ap C Ap est le sous-ensemble des racines dans L et M' est l'image réciproque de M dans le 
revêtement simplement connexe du groupe dérivé de L. Le Z-niodule A, (Af) est alors le réseau 
de engendré par Ap. 

Notons le lemme suivant qui est dû à Arthur et dont on laisse la démonstration au lecteur. 

Lemme 11.12. — Soit L G C{M) et Q e P{L). Soit g e G{Ao). 
Soit v'^ (g) la [L^ M)-famille déduite de v{g). 

Pour tout l G L(Ao), soitv^{l) la {L, M)-famille définie par Vp{l, A) — exp{—A{Hp{l)). 
On a l'égalité de {L, M) -familles 

v'^(5)=v^(/q(.9)) 
où Içig) G i(Ao) est donné par la décomposition d'Iwasawa 

9 G lQig)NQ{Ao)K. 

En particulier, on a l'égalité 

(11-13) yïjig)^AiiiQi9)) 



Arthur déduit également d'une (G, Af)-famille b une fonction lisse sur notée bQ(A) (cf. [3] 
§6(6.3) et lemme 6.1). Nous ne rappelerons pas sa définition; seules les deux propriétés suivantes 
nous seront utiles. 

Lemme 11.13. — (cf. fS^ lemme 6.3 et corollaire 6.4) Soit h une {G, M) -famille. 
1. Pour tout L G C{M) et A e a^, on a 

hr.iA)= Y. 
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2. Soit e une {G, AI) -famille et e - h le produit de e et h. Pour tout A G a^^, on a l'égalité 

(e.b)M(A)== J2 e?,(A)b^(A). 

11.14. Comparaison d'intégrales orbitales pondérées. — Soit L G C{M) et Q G 'P{L). 
On reprend les notations du i jll.SI Les "poids" v^f et v^^ déduits des {L, Af )-faniilles éponymes 
permettent de définir les intégrales orbitales pondérées ci-dessus 

J^iy^D,)^ I \D.{Aà{g-^)Y)^%{g)dg. 

JTv(Ar,)\G(Ar,) 



et 



J^jiY,lD„)^ f lDoiM{l-')Y)yii{l)dl. 

Pour Q G ou L = G, on retrouve l'intégrale Jm définie en Ijll.Qp . Les deux intégrales sont 
reliées par la formule de descente énoncée ci-dessous. 

Lemme 11.14. — Avec les notations ci-dessous, on a 



Démonstration. — Elle repose sur la formule (|11.13p du lemme [Tl. 121 la décomposition d'Iwa- 
sawa G(Ao) = L{A())Nq{A())K, qui est compatible à nos choix de mesures ainsi que, pour 
l S L(Ao), sur le changement de variables n Ad{ln)~'^Y — Y qui induit un isomorphisme 
entre les espaces mesurés Nq (Aq) et nQ(Ao), ce dernier étant muni de la mesure de Haar qui 
donne le volume 1 au produit Jlt)eVo '^çtt'^i'lK'î*'?)- Le facteur en g provient de l'égalité 



/ lD„{Z)dZ 
J no (An') 



dim(nQ) dGg(_Do) 

'nQ(Ao) 



□ 



On peut alors énoncer le théorème suivant. 
Théorème 11.15. — Avec les notations ci-dessus, on a 

iY^ - V „l/2(dim(G)-dim(L)) . yoK<^L / X^{L)) r 

^« vol(aM/X,(M)) -^mI^) w^(l) 

OÙ 1 G G(Ao) est V élément neutre. 

Démonstration. — Soit g G G(Ao) et G oa/. D'après l'assertion 2 du lemme fTl. 131 on a 

(vw)M(g,/^,A) = ^ v^^(g, A)w^(^, A). 

En utilisant cette formule et le lemme 111.101 on obtient 
d'oii l'on déduit la relation 

(11-14) E ^M(n-( E «^«(a^+^a/)) 

Q^C{M) /i6X.(Af)/X.(M,,) 
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En utilisant la formule de descente du lemnic 111. 14[ la ligne (|11.14p ci-dessus se réécrit 

(11.15) JUY)^ E çV2(di„.(G)-di„.(L))^L (y) . ( y: E -Q(A^ + eM)). 

LeC(M) /i6X.(M)/X.(A4c) QeV[L) 

D'après l'assertion 1 du leinme [Tl.l31 on a 

Q6P(i) 



et d'après le lemme lTl.lll on a 



I , c \ vol(aL/X4L)) ç 
^ , ^^(^ + ^^^)- vol(aM/X.(M)) -"'(^)- 

Cela conclut la démonstration. □ 

Corollaire 11.16. — Avec les notations ci-dessus, on a pour tout ^ S en position générale 
l'égalité 

ji,iY) = vol(aMA*(Af))-i • J^jiY). 

Démonstration. — Soit L G C{M). Par définition (cf. ijll.Tp . le poids w^(l) vaut 1 si 
appartient a + X^{L) et sinon. Or comme ^ est en position générale, le premier cas n'est 
possible que si i = G (cf. définition 16. 3p . D'où le corollaire. □ 

11.15. Démonstration du théorème 111. Il Le théorème 111.11 est simplement une reformulation 
de la proposition 11 1.6[ pour des ^ en position générale, à l'aide du corollaire 11 1.1 61 
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